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第 一 次 接触 圆周 率 r， 应 该 是 在 我 9 岁 或 者 10 岁 的 时 候 。 那 一 天 我 应 
邀 参观 父亲 朋友 的 一 家 工厂 。 三 房 中 堆 满 了 各 种 工具 和 机 器 ， 弥 漫 着 浓 
重 的 汽油 味 。 我 对 这 些 冷 冰冰 的 家 伙 毫 无 兴致 ， 感 到 百 无 聊 闲 。 主 人 似 
平 敏锐 地 察觉 到 了 这 一 点 ， 便 把 我 领 到 一 台 有 几 个 调 速 轮 的 大 机 器 边 ， 
然后 告诉 我 : 不 管 轮子 多 大 多 小 ， 它们 的 周 长 与 直径 之 间 的 比值 总 是 固 
定 的 一 一 约 为 37。 我 一 下 对 这 个 诡异 的 数 充满 了 好 奇 ， 再 听 他 告诉 我 任 
何人 都 无 法 精确 地 得 到 这 个 比值 而 只 能 近似 求解 时 , 更 是 觉得 不 可 思议 。 
这 个 数 非常 重要 ， 因 此 人 们 专门 用 一 个 符号 一 -希腊 字母 r 一 一 来 表示 
它 。 我 不 禁 问 自己 ， 为 什么 像 圆 这 么 简单 的 形状 ， 会 跟 这 人 么 怪异 的 数 有 
关联 有 呢 ? 那 时 的 我 当然 不 知道 这 个 怪异 的 数 已 经 困扰 了 科学 家 们 近 4000 
年 ， 与 它 相 关 的 某 些 问题 甚至 到 现在 都 未 曾 得 到 解决 。 

几 年 后 ， 我 升 入 高 二 学 习 代数 ， 另 一 个 麻 怪 的 数 勾 起 了 我 的 兴趣 。 
那 时 ， 对 数 是 代数 课程 中 至 关 重 要 的 一 部 分 。 在 那个 还 不 知 计算 器 为 何 
物 的 年 代 ， 对 数 表 对 那些 学 习 高 等 数学 的 人 来 说 是 不 可 或 缺 的 。 多 人 么 令 
人 生 晨 的 表格 啊 ， 封 皮 是 绿色 的 ， 由 以 色 列 教育 部 发 行 ! 要 完成 儿 百 个 
练习 题 ， 还 无 时 无 刻 不 提醒 自己 别 查 漏 一 行 或 查 错 一 列 ， 真 是 无 聊 之 至 。 
我 们 使 用 的 对 数 称 为 “常用 对 数 ”， 它们 以 10 为 底 ， 说 它们 “常用 ” 倒 也 
非常 自然 。 不 过 书 中 竟 还 附 了 一 页 “自然 对 数 表 ”。 我 问 老 师 ， 还 有 什么 
数 比 10 作 为 对 数 的 底 更 “自然 ”的 昵 ? 老师 告诉 我 ， 还 有 一 个 用 字母 e 
表示 的 数 ， 其 值 约 为 2.718 28， 它 是 高 等 数学 的 基石 。 为 何 是 这 个 奇怪 的 
数 呢 ? 高 三 学 习 微 积分 的 时 候 我 才 找 到 了 答案 。 
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这 也 就 意味 着 圆周 率 r 还 有 一 位 同门 兄弟 ， 而 且 它 们 的 值 非常 接近 ， 
所 以 人 们 对 它们 之 间 的 比较 在 所 难免 。 后 来 又 经 过 了 几 年 的 大 学 学 习 ， 
我 才 搞 明白 这 俩 兄弟 之 闻 的 关系 确实 很 密切 ， 而 且 它 们 的 关系 因为 丸 一 
个 符号 ji 的 存在 而 显得 更 加 扑朔迷离 。 这 里 说 的 ji 就 是 著名 的 “虚数 单位 ” 
即 -1 的 平方 根 。 至 此 ， 这 部 “数学 剧 ” 的 所 有 主角 已 悉数 登场 。 

圆周 率 的 故事 早已 广 为 流 传 ， 一 来 是 因为 它 的 历史 可 以 追溯 到 远古 
时 代 ， 二 来 则 是 由 于 人 们 无 需 太 高 深 的 数学 知识 就 可 以 很 好 地 理解 它 。 
或 许 至 今 还 没有 任何 一 本 书 比 彼得 。 贝 克 曼 (Petr Beckmann) 的 《x 的 历 
史 》(4 Bistom ofr) 更 通俗 易 懂 、 恰 到 好 处 。 常 数 e 的 知名 度 则 要 逊色 很 
多 ， 这 不 仅仅 是 因为 它 的 出 现 更 上 晚 ， 更 因为 它 与 微 积分 紧密 相关 《一 般 
认为 微 积 分 是 通 往 高 等 数学 的 大 门 )。 据 我 所 知 ， 目 前 还 没有 哪 本 有 头 e 
的 历史 的 书 能 够 与 贝克 曼 的 书 相 媲美 ， 希 望 本 书 能 够 填补 这 一 缺憾 。 

我 希望 略 具 数学 知识 的 读者 都 能 读 懂 本 书 所 讲述 的 e 的 故事 。 文中 我 
尽量 减少 纯 数 学 内 容 ， 并 将 一 些 证 明和 推导 放 在 附录 中 。 此 外 ， 我 还 会 
偶尔 涉及 一 些 有 趣 的 历史 事件 , 并 简要 介绍 许多 在 e 的 发 展 史 上 发 挥 过 重 
要 作用 的 人 物 ， 其 中 有 些 人 教科 书 中 很 少 提 及 。 最 重要 的 是 ， 我 还 四 与 
大 家 分 享 从 物理 、 生 物 到 艺术 、 音 乐 等 多 个 领域 中 与 指数 函数 e 有 关 的 
各 种 有 意思 的 现象 ， 这 些 现象 远 远 超 出 了 数学 的 范畴 。 

本 书 的 风格 与 传统 微 积 分 教科 书 多 有 不 同 。 比 如 为 了 证 明 函 数 )=er 
的 导数 与 其 自身 相等 ， 大 多 数 教科 书 都 是 首先 通过 复杂 的 推导 得 到 公式 
ddn/d=1x， 然 后 利用 反 函 数 的 求 导 法 则 得 到 想 要 的 结果 。 我 一 直 认 为 
推导 过 程 没 必要 这 人 么 复杂 ， 因 为 可 以 直接 推导 出 deydx=e 《而且 速 度 也 
要 快 得 多 )。 且 体 做 法 是 ， 首 先 证 明 指 数 函数 天 六 的 导数 与 广 成 正比 ， 然 
后 寻找 合适 的 5 值 使 得 比例 常数 为 1 〈 推 导 过 程 见 附录 4)。 对 于 高 等 数学 
中 常见 的 表达 式 cosx+isinx， 我 将 其 简写 为 cisx《〈 读 作 “cissx”)7， 希 望 
这 种 极 简洁 的 写法 将 被 人 们 广泛 使 用 。 关 于 圆 函数 和 双 曲 线 函数 的 类 比 
关系 ,最 漂亮 的 一 个 结果 是 1750 年 左右 文 森 佐 。 黎 卡 提 (Vincenzo Riccati) 
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发 现 的 ， 从 几何 上 将 这 两 个 函数 中 的 独立 变量 解释 为 面积 ， 可 以 使 两 个 
函数 在 形式 上 的 相关 性 更 为 直观 。 教 科 书 中 很 少 会 提 及 这 一 点 ， 本 书 将 
在 第 12 章 和 附录 7 中 讨论 。 

我 在 研究 期 间 发 现 了 一 个 显而易见 的 事实 : 在 微 积 分 诞生 之 前 至 少 
半 个 世纪 ， 常 数 e 就 已 经 在 数学 家 圈子 里 广 为 流 传 了 ， 至 少 在 1616 年 "出 
版 的 爱德华 。 赖 特 〈Edward Wright) 翻译 成 英文 的 约 朝 。 纳 皮尔 〈John 
Napier) 的 对 数 著作 中 已 经 提 到 了 常数 e。 怎 么 会 这 样 申 ? 一 种 可 能 的 解 
释 就 是 ， 数 字 e 的 出 现 与 复 利 的 计算 公式 有 关 。 一 定 有 某 个 人 《我 们 无 法 
知道 是 谁 ， 也 不 知道 什么 时 候 ) 发 现 了 这 个 有 趣 的 现象 : 假设 本 金 为 已 
年 利率 为 >，! 年 中 每 年 对 忆 计 算 z 次 复 利 〈n 可 以 无 限 增 加 )， 则 由 公式 
S=P(I+z) 计 算得 到 的 总 资金 8 趋 于 某 一 极限 值 。 而 当 P=-1, 一 1 且 六 1] 时， 
这 个 极限 值 约 等 于 2.718。 这 一 来 源 于 经 验 总 结 而 非 严 格 数学 推导 的 结 
果 ， 必 定 深 深 地 震惊 了 17 世 纪 初 那些 还 不 知道 极限 概念 的 数学 家 。 因 此 ， 
数 e 和 指数 冰 数 e* 很 有 可 能 源 自 于 一 个 平凡 的 生活 实例 ， 存 款 生 息 。 然 而 
我 们 必须 看 到 ， 另 外 一 些 问 题 〈 比 如 双 曲 线 王 lx 下方 区 域 的 面积 ) 也 能 
引出 这 个 常数 ， 这 就 给 e 的 真实 起 源 蒙 上 了 一 层 神秘 的 面纱 。 我 们 对 e 的 
另 一 用 途 一 一 用 作 自 然 对 数 的 底数 一 一 要 熟悉 得 多 ， 但 这 是 到 了 18 世 纪 
前 半 叶 才 由 欧 拉 〈Leonhard Euler) 完成 的 ， 他 的 工作 确立 了 指数 函数 在 
微 积分 中 的 核心 地 位 。 

尽管 很 多 资料 中 的 信息 党 有 所 冲突 ， 尤 其 是 一 些 重 大 发 现 的 先后 顺 
序 ， 往 往 众 说 纷 经 ， 但 我 在 本 书 中 还 是 会 况 尽 所 能 地 提供 尽 可 能 准确 的 
人 名 和 日 期 。17 世 纪 初 是 数学 空前 发 展 的 时 期 ， 常 常会 出 现 这 样 的 情况 : 
多 位 科学 家 彼此 独立 地 形成 相似 的 想法 ， 并 在 几乎 同一 时 间 得 到 相近 的 
结果 。 那 个 时 期 将 研究 成 果 发 表 于 科学 期 刊 上 的 做 法 并 不 流行 ， 因 此 一 





人 原 书 1618 年 有 误 。 此 处 提 到 的 著作 为 《奇妙 的 对 数 表 的 描述 》。 详 情 请 参见 http:/ 
johnnapiercorn/table-of-logarithms_oolLhtm。 一 一 编者 注 
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些 伟大 发 现 都 是 通过 书信 、 小 册子 或 小 范围 发 行 的 书 流 传 于 世 的 ， 这 也 
使 得 我 们 很 难 判定 到 底 谁 才 是 真正 的 发 现 者 或 发 明 者 。 这 种 混乱 的 状态 
在 微 积 分 创立 问题 的 争论 上 达到 了 顶峰 一 一 一 些 顶 尖 数 学 家 陷入 彼此 攻 
击 的 论战 中 , 英国 的 数学 在 牛顿 之 后 的 近 一 个 世纪 时 间 内 一 直 发 展 缓慢 ， 
不 能 不 说 与 此 有 很 大 关系 。 

作为 一 名 从 事 过 大 学 各 年 级 数学 教学 工作 的 教师 ， 我 非常 清楚 很 多 
学 生 对 数学 这 门 课程 持 消极 态度 。 造 成 这 种 态度 的 原因 是 多 方面 的 ， 但 
有 一 点 可 以 确定 ， 那 就 是 我 们 的 教学 方式 太 深 奥 、 太 枯燥 。 我 们 总 是 向 
学 生 灌 输 各 种 公式 、 定 义 、 定 理 和 证 明 ， 却 很 少 提 及 这 些 内 容 的 历史 发 
展 过 程 ， 让 人 感觉 这 些 内 容 就 像 上 帝 在 《十 诫 》 中 发 出 的 神 论 一 样 ， 是 
直接 传承 给 我 们 的 ， 具 有 不 容 置疑 的 神秘 感 。 了 解数 学 的 发 展 史 有 助 于 
消除 这 种 神秘 感 。 我 在 课堂 上 就 常常 穿插 一 些 数学 史 ， 简 单 介 绍 与 公式 、 
定理 有 关 的 数学 家 的 故事 。 本 书 也 在 一 定 程度 上 采用 了 这 种 方法 ， 希 望 
能 够 达到 预期 的 效果 。 

在 这 里 我 要 特别 感谢 妻子 Dalia 在 本 书 撰写 过 程 中 给 予 我 无 限 的 帮 
助 和 支持 ， 以 及 儿子 Eyal， 他 帮 有 我 绘制 了 书 中 的 插图 。 没 有 他 们 ， 也 就 
不 会 有 这 本 书 。 
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约翰 纳 让 


。 看 超 来 在 数学 实践 中 ， 最 麻烦 的 莫 过 于 大 数字 的 来 法 、 除 ， 
- 直 让 了 方 和 全 广 ， 村 生 本 全 庆 旬 广 全 从 采 久 ， 于 是 我 开 ， 
思 有 什么 瑟 妙 好 用 的 方法 可 以 解决 这 些 问题 。” ; 
7 Ni 纳 皮 尔 ，《 奇 妙 的 对 数 表 的 描述 》 习 (1614) 
在 科学 史上 鲜 有 像 对 数 这 样 受到 整个 科学 界 狂热 追捧 的 抽象 数学 概 
念 。 人 们 难以 想象 ， 这 一 天 才 的 创造 来 源 于 那 位 似乎 不 太 靠 谱 的 名 叫 约 
翰 。 纳 皮尔 的 人 。 白 
约翰 。 纳 皮尔 于 15$0 年 《具体 日 期 不 详 ) 出 生 于 苏格兰 爱丁堡 附近 
的 小 镇 梅 奇 斯 顿 堡 (Merchiston Castle )， 是 阿 奇 博 尔 德 。 纳 皮尔 
(Archibald Napier) 与 其 第 一 任 妻 子 简 奈 特 。 波 斯 维尔 (Janet Bothwell) 
之 子 。 约 翰 早 年 的 生活 详情 现 已 不 得 而 知 ， 只 知道 13 岁 时 他 被 送 往 圣 。 安 
德 鲁 斯 大 学 〈University of St Andrews) 学 习 宗 教 ， 后 曾 旅 居 国 外 一 段 时 
间 。1571 年 ， 约 翰 回 到 故乡 与 伊丽莎白 。 斯 特 林 (Elizabeth Stirling) 成 
婚 ， 他 们 后 来 生 有 两 子 。1$79 年 伊丽莎白 去 世 ， 随 后 约翰 与 艾格 尼 丝 。 奇 
泽 姆 (Agnes Chisholm) 结婚 ， 二 人 又 育 有 十 个 子女 ， 其 中 第 二 个 儿子 便 
是 后 来 为 约翰 整理 和 撰写 相关 文 著 的 罗伯特 。 纳 皮尔 〈Robert Napier)。 
1608 年 ， 阿 奇 博 尔 德 先生 去 世 后 ， 约 翰 回 到 了 梅 奇 斯 顿 堡 ， 并 成 为 该 保 
的 第 八 世 领主 ， 直 至 终老 。 口 


2 ; e 的 故事 : 一 个 常数 的 传奇 


纳 皮 和 尔 早 年 的 职业 几乎 与 他 后 来 在 数学 上 的 创举 毫 无 瓜葛 。 彼 时 ， 
他 热衷 于 宗教 ， 是 个 宗教 能 动 主 义 者 。 作 为 一 个 狂热 的 新 教徒 和 教皇 的 
坚定 反对 者 ， 他 在 著作 《 圣 。 约 翰 启 示 录 的 新 发 现 》 中 发 表 了 自己 的 观 
点 ， 直 接 将 矛头 指向 天 主教 教堂 ， 指 责 罗 马 教皇 是 反 基 督 者 ， 并 且 要 求 
苏格兰 国王 篱 姆 士 六 世 【〈 后 来 成 为 英格兰 国王 外 姆 士 一 世 ) 清除 皇室 和 
宫廷 里 所 有 的 “天 主教 徒 、 无 神 论 者 和 无 信仰 人 士 ” 和 内。 与 此 同时 ， 他 
还 预测 最 后 审判 日 将 会 在 1688 年 至 1700 年 间 降 临 。 这 本 书 先后 被 翻译 成 
多 种 语言 ， 共 有 21 个 版 本 《在 他 的 有 生 之 年 就 有 10 个 版 本 )， 这 也 让 他 意 
识 到 自己 还 是 能 够 “名 垂青 史 ” 的 。 

然而 ， 纳 皮尔 的 兴趣 并 不 仅仅 局 限于 宗教 。 作 为 一 个 地 主 ， 他 还 需 
要 关心 如 何 提 高 农作物 及 禽 畜 的 产量 ， 为 此 他 尝试 用 不 同 的 盐 份 和 肥料 
来 使 土壤 变 得 肥沃 。1$79 年 ， 他 发 明了 一 种 可 以 控制 煤矿 中 水 位 的 水 压 
友 。 他 的 另 一 个 浓厚 的 兴趣 则 是 军事 ， 也 难怪 传言 西班牙 国王 菲利普 二 
世 即 将 侵略 英格兰 的 时 候 ， 他 企图 依照 1800 年 前 阿 基 米 德 保 卫 锡 拉 库 扎 
的 计划 设计 出 使 敌 舰 着 火 焚 烧 的 巨 镜 。 他 假想 建造 一 种 可 以 “清除 方圆 4 
英里 之 内 所 有 高 度 超过 1] 英尺 的 生物 ”的 大 炮 、 一 种 可 以 “清除 周遭 所 有 
障碍 物 ” 的 “ 带 有 可 移动 火力 点 ”的 战 车 ， 甚 至 还 有 一 种 “潜行 于 水 下 、 
自 带 驱动 和 其 他 破 敌 设施 ”的 装置 @l。 尽 管 迄 今 为 止 我 们 都 无 法 得 知 当 
时 他 是 香 成 功 地 造 出 了 哪 种 武器 ， 但 组 良 置 县， 这 些 武 器 已 经 具备 了 现 
代 兵 器 的 雏形 。 

也 正 因为 纳 皮 尔 具 有 如 此 广泛 的 兴趣 ， 他 成 为 了 许多 传说 故事 的 主 
大 公 。 他 似 平 是 个 爱 争 论 的 人 ， 经 常 卷 入 与 邻里 或 房客 的 纠纷 中 。 有 一 
个 故事 说 的 是 ， 邻 居家 的 够 子 飞 到 纳 皮 尔 的 地 里 偷 食 ， 纳 皮尔 为 此 极为 
愤怒 ， 于 是 警告 邻居 ， 如 果 再 管 不 住 这 些 铝 子 ， 他 就 会 还 了 它们 。 邻 层 
并 不 买账 ， 回 应 纳 皮 尔 “ 悉 随 尊 便 ”。 次 日 ， 邻 居 便 发 现 他 家 的 鸽子 都 半 
死 不 活 地 躺 在 纳 皮 尔 家 的 草坪 上 ， 原 来 ， 触 子 吃 过 被 纳 皮 尔 用 烈 酒 泡 过 
的 谷物 后 全 部 醇 倒 。 还 有 一 个 故事 ， 纳 皮尔 怀疑 他 的 仆人 联 地 里 偷 他 的 
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东西 ,为 了 找 出 小 偷 ， 纳 皮尔 宣称 自己 的 黑 公 鸡 有 识别 徘 犯 的 特异 功能 。 
随后 ， 他 要 求 修 人 按 顺 序 进 小 黑 屋 轻 拍 黑 公 鸡 的 背 ， 当 然 他 已 私下 将 黑 
公鸡 涂 了 一 层 烟 灰 。 等 所 有 的 仆人 出 门 后 挫 开 双手 的 那 一 刻 ， 小 偷 自然 
原形 毕露 ， 因 为 只 有 他 的 手 是 干净 的 不 知情 的 小 偷 害怕 自己 的 劣迹 
被 发 现 而 不 敢 触摸 那 只 神奇 的 “ 黑 公 鸡 ”% 名 

人 们 早已 淡忘 了 纳 皮 尔 的 这 些 事迹 ， 包 括 他 狂热 的 宗教 信仰 。 如 果 
说 纳 皮 和 尔 已 经 名 垂青 史 的 话 ， 那 决 不 是 因为 他 那 本 畅销 书 或 是 他 在 机 械 
设计 方面 的 天 赋 ， 而 是 他 花费 了 20 年 才 形 成 的 抽象 数学 概念 一 一 对 数 。 

16 世 纪 至 17 世 纪 初 ， 各 领域 的 科学 知识 急速 发 展 。 地 理 、 物 理 、 天 
文 等 突破 了 古老 教条 的 束缚 ， 急 剧 地 改变 着 人 们 的 世界 观 。 哥 白 尼 
CCopernicus) 的 “日 心 说 ”在 经 过 近 一 个 世纪 与 教会 的 斗争 后 终于 渐渐 
为 人 们 所 接受 。1S21 年 ， 麦 哲 伦 《Magellan) 的 环球 旅行 宣告 了 游 遍 地 球 
每 个 角落 的 甸 新 航海 探险 时 代 的 到 来 。1569 年 格 哈 德 。 麦 卡 托 〈Gerhard 
Mercator) 发 表 了 为 世人 上 所 称道 的 新 版 世界 地 图 , 这 对 当时 的 航海 定向 技 
术 产 生 了 巨大 的 影响 。 而 在 同一 时 期 ， 意 大 利 人 伽利略 〈Galileo Galilei， 
1564 一 1642) 正在 黄 定 力学 的 基础 ， 德 国人 约翰 尼斯 。 开 普 勒 (Johannes 
Kepler) 创立 了 行星 运动 三 大 定律 ， 从 此 彻底 颠 黎 了 中 世纪 希腊 的 地 心 
说 。 这 些 科 学 发 展 也 带 来 了 庞大 的 数学 计算 需求 ， 科 学 家 们 不 得 不 花 
大 量 时 间 专 注 于 繁琐 的 数字 和 运算， 他们 迫切 地 需要 一 种 新 发 明 ， 能 够 
将 他 们 从 这 些 繁 瑛 的 运算 中 解放 出 来 。 而 此 时 纳 皮 尔 挺 身 而 出 ， 勇 挑 
重担 。 

我 们 无 法 知道 纳 皮 尔 开 始 时 是 如 何 想到 这 一 发 明 的 。 他 既然 精通 
三 角 学 ， 无 疑 也 应 该 对 下 面 的 公式 非常 熟悉 。 

sin 4xsin 妇 =1/2[cos(4- 已 ) 一 cos(4+ 已 )] 

这 个 公式 及 类 似 的 cos4xcos 召 和 sin 4xcos 妨 公式 就 是 大 家 所 熟知 

的 积 化 和 差 〈 来 自 希 腊 语 Prosthaphaeretic， 意 思 是 “加 法 与 减法 光 公式 。 
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这 一 公式 的 重要 性 体现 在 : 两 个 三 角 函 数 的 乘积 (如 sin 4xsin 妃 ) 可 以 
用 其 他 三 角 函 数 的 和 或 者 差 表 示 出 来 〈 如 cos(4- 凡 与 cos(4+B)。 而 
加 减 运算 比 乘除 运算 简便 得 多 ， 因 此 这 个 公式 也 提供 了 一 种 原始 的 运算 
优化 方法 。 或 许 就 是 这 个 公式 激发 了 纳 皮 尔 的 灵感 。 

与 纳 皮尔 发 明 有 关 的 另 一 个 更 为 直接 的 因素 与 几何 级 数 有 关 ， 几 何 
级 数 就 是 有 固定 公 比 的 、 连 续 的 数值 序列 。 例 如 序列 1, 2, 4, 8, 16,… 就 是 
一 个 以 2 为 公 比 的 几何 级 数 。 如 果 我 们 将 公 比 表示 为 g， 则 从 1 开始 构建 得 
到 几何 级 数 1,9g, 9 93…， 第 z 项 为 g 呈 。 其 实在 纳 皮 尔 之 前 很 入 ， 人 们 就 
注意 到 几何 级 数 的 各 项 与 相应 的 寡 〈 或 指数 ) 存在 简单 的 对 应 关系 。 德 
国 数学 家 迈克 尔 。 斯 蒂 弗 尔 〔(Michael Stifegl，1487 一 1567) 在 他 1544 年 的 
专著 《整数 算术 》(Arithmetica Integra) 中 将 这 种 关系 表述 为 : 如 果 将 序 
列 1, q, 9%… 中 的 任意 两 项 相 乘 ， 其 结果 与 我 们 直接 将 指数 相 加 所 得 到 的 
值 相 同 。 六 例如 ， gxg =(gx9)x(9xqxq)=9gxgxqgxgxeg=9g ， 而 直 
接 将 指数 2 和 3 相 加 ， 我 们 也 会 得 到 相同 的 结果 。 与 此 类 似 ， 在 两 个 数 相 
除 的 时 候 ， 将 指数 相 减 即 可 ， 例 如 ，9/ 人 9 =(gxqgxqgxdqxg)/gxqdxg) 
=gxd= 反 =9g53 。 因 此 ， 我 们 得 到 gxg” =g72 和 gm1g7 =g 7” 。 

但 随 之 出 现 了 另外 一 个 问题 ， 当 指数 项 相 减 时 ， 减 数 比 被 减 数 大 ， 
如 qq5， 按 照 上 述 法 则 表达 为 g3/g5 = 2， 而 这 一 情形 我 们 在 前 文中 并 未 
定义 。 因 此 , 为 了 解决 这 一 问题 , 我 们 定义 9 ? 即 为 Mg", 于 是 gg 一 1/9?， 
这 样 也 就 与 上 述 结果 保持 一 致 了 。 鳃 同时 ， 我 们 还 定义 ， 在 m=z 时 ， 
dg” =90 =1。 这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 在 两 个 方向 上 将 几何 级 数 扩展 为 无 
穷 大 ，.……; 9 乓 gg = dg 和。 笛 此 可 以 看 出 ， 数 列 中 的 
每 一 项 都 可 以 分 别 表示 为 公 比 g 的 …, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, … 【等 差 级 数 ， 
相 邻 项 相差 1) 次 寡 。 这 就 是 对 数 背后 的 主要 思想 ， 但 斯 带 弗 尔 仅仅 考虑 
到 指数 为 整数 的 情况 ， 而 纳 皮 尔 则 将 指数 的 范围 拓展 为 连续 的 值 。 

他 对 这 一 规律 的 描述 为 : 假如 我 们 能 将 任何 正 数 写 成 某 个 固定 值 ( 后 ， 
来 称 为 底数 ) 的 才 ， 那 么 计算 数 的 乘除 法 就 可 以 转换 为 计算 它们 指数 的 
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加 减法 。 进 而 ， 计 算 一 个 数 的 z 次 寡 〈 该 数 自 乘 z 次 )， 等 效 于 将 指数 相 加 
7 次 〈《 即 指数 乘 以 z); 而 对 一 个 数 开 xz 次 方 则 等 效 于 做 m 次 减法 〈 即 指数 除 
以 z)。 简 而 言 之 ， 一 切 算 术 运 算 都 可 以 降级 为 比 该 运算 次 一 级 的 运算 ， 
从 而 极 大 地 降低 数据 运算 的 复杂 度 。 

为 了 更 形象 地 描述 这 一 法 则 的 运算 规律 , 我 们 以 2 为 底 进 行进 一 步 的 
说 明 。 表 1-1 给 出 的 是 以 2 为 底 ， 以 z=-3 到 12 之 间 的 整数 为 指数 所 构成 的 
几何 级 数 。 假 设 我 们 要 用 32 乘 以 128， 通 过 查 表 我 们 找到 相对 应 的 指数 分 
别 为 5 和 7, 二 者 之 和 为 12; 在 表 中 反 过 来 寻找 指数 为 12 的 数 对 应 为 4096， 
这 就 是 我 们 想 要 的 答案 。 再 举 一 个 例子 ， 如 果 要 计算 4 ， 我 们 会 发 现 4 对 
应 的 指数 为 2， 因 此 我 们 只 要 用 2 尼 以 $ 得 到 10， 然 后 从 表 中 我 们 可 以 找到 
10 对 应 的 数 为 1 024。 所 以 结果 毋庸 置疑 就 是 4:=-(20=-25-1 024。 

表 1-1 2 的 畦 
2 3 4567 8 9 1 1 1 
2 18 Il4 12 1 2 4 8 16 32 64 128 2S6 SI2 10242048 4096 

当然 ， 这 样 精密 的 计算 对 纯 整 数 运 算 而 言 是 疫 必要 的 ， 但 对 包括 整 
数 和 分 数 在 内 的 任意 数 的 计算 则 非常 实用 ， 前 提 是 要 找到 一 个 庞大 到 无 
所 不 包 的 数 表 。 实 现 这 一 方法 有 两 种 途径 ， 一 是 以 分 数 作 为 指数 ;二 是 
找到 一 个 足够 小 的 数 作为 底数 ， 使 得 相应 的 寡 缓 慢 增 长 。 以 分 数 指数 为 
例 ， 我 们 定义 az= go 〈 例 如 253 = apP5 -= 好 2 <3.174 80 )。 但 纳 皮 尔 
时 代 还 没有 认识 到 这 一 点 名， 因此 他 只 能 选择 第 二 种 途径 。 问 题 是 ， 选 
择 多 小 的 底数 昵 ? 显然 不 能 太 小 ， 否 则 它 的 寡 增 长 太 慢 ， 数 表 同 样 会 失 
去 实用 价值 。 似 乎 选择 一 个 接近 1 但 又 不 等 于 1 的 数 比 较 合 适 。 经 过 数 年 
的 嵌 酌 ， 纳 皮尔 决定 选用 0.999 999 9， 即 1-10。 

但 为 何 偏偏 选 这 个 数 昵 ? 答案 似乎 可 以 解释 为 纳 皮尔 想 尽 量 避 免 使 
用 小 数 。 分 数 到 了 纳 皮 和 尔 时 代 大 概 已 经 被 使 用 了 几 和 于 年 了 ， 只 不 过 都 写 
成 简 分 数 ， 即 整数 比 的 形式 。 而 小 数 一 它 将 十 进 制 记 数 法 扩展 到 了 小 
于 1 的 数值 一 一 在 当时 的 欧洲 才刚 刚 出 现 2590， 人 们 还 不 适应 它 。 为 了 避免 
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使 用 小 数 , 纳 皮 尔 采 用 了 与 我 们 今天 将 1 美元 分 成 100 美 分 或 将 1 公里 分 成 
1000 米 相似 的 做 法 : 他 将 一 个 单位 分 成 了 许多 个 子 单位 ， 并 将 每 个 子 单 
位 视 为 新 的 单位 。 由 于 他 的 主要 目的 是 减少 三 角 运 算 中 繁琐 的 劳动 ， 他 
依据 实际 需要 将 单位 圆 的 半径 分 成 了 10 000 000 即 10 份 。 所 以 当 我 们 从 
一 个 完整 的 单位 中 取 走 它 的 10" 分 之 一 ， 那 么 就 会 得 到 一 个 与 1 非常 接近 
的 数 ， 也 就 是 1-107 或 0.999 999 9。 之 后 ， 这 个 数 就 成 了 纳 皮 尔 在 构建 他 
的 表格 时 使 用 的 公 比 〈 他 称 之 为 “比例 汪 。 

接 下 来 他 交 给 自己 的 任务 就 是 通过 不 大 其 舌 地 计算 减法 ， 得 到 级 数 
中 的 每 一 项 。 对 一 个 科学 家 来 说 ， 这 无 疑 是 一 件 最 没劲 的 事 了 ， 但 纳 皮 
尔 坚持 下 来 了 ， 而 且 这 一 坚持 就 是 20 年 (1$94 一 1614)。 起 先 他 的 表格 中 
只 有 101 项 ， 从 10"= 10 000 000 开 始 ， 然 后 依次 是 10(1-10 =9999 999、 
10'"G-10 了 = 9 999 998， 直 到 10"(1-10 = 9 999 900〔 忽 略 了 其 小 数 
部 分 0.000 4950)。 这 些 项 都 是 通过 前 一 项 减 去 其 10 分 之 一 得 到 的 。 随 后 
他 又 从 10" 开 始 重新 计算 ， 但 这 次 他 选择 将 上 一 张 表 格 中 的 最 后 一 项 与 第 
一 项 的 比值 ， 即 9 999 900 : 10 000 000 = 0.999 99 或 1-10 作为 公 比 。 第 
二 张 表 共 包含 S1 项 ， 其 中 最 后 一 项 是 10 人 (1-10 六， 近似 为 9995 001。 第 
三 张 表 共 有 21 项 ， 使 用 比值 9 99S 001 : 10 000 000 作 为 公 比 ， 其 中 最 后 一 
项 是 107x0.999 $S22， 近 似 为 9900 473。 最 后 ， 以 第 三 张 表 中 的 每 一 项 为 基 
础 ， 纳 皮尔 计算 出 了 另外 一 个 包含 有 68 项 的 表 ， 这 次 选用 的 公 比 为 9 900 
473 : 10 000 000, 近似 等 于 0.99, 最 后 一 项 是 9 900 473x0.99 和 , 约 等 于 4 998 
609， 与 10“ 的 一 半 很 接近 。 

今天 ， 这 样 的 工作 当然 可 以 用 计算 机 来 完成 ， 即 便 用 计算 器 也 只 需 
几 个 小 时 就 可 以 算 完 。 但 纳 皮 尔 只 能 用 笔 和 纸 来 完成 所 有 计算 工作 ， 这 
也 让 人 理解 了 为 何 他 尽量 避免 使 用 小 数 。 用 他 自己 的 话说 ， 就 是 :“ 在 计 
算 这 个 级 数 〈 第 三 张 表 中 所 有 项 9) 的 过 程 中 ， 鉴 于 计算 第 一 张 表 的 首 项 
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10 000 000.000 00 和 末 项 9 995 001.222 927 的 比值 非常 麻烦 ， 所 以 在 计算 这 
21 个 数 时 就 使 用 了 10 000 : 9 995 这 个 简单 的 比例 ， 与 上 述 比值 还 是 非常 接 
近 的 。 如 果 不 出 现 计算 错误 ， 那 最 后 一 项 应 当 是 9 900 473.578 08。” 呈 1 

在 完成 了 这 项 不 朽 的 任务 后 ， 纳 皮尔 要 做 的 自然 是 如 何 为 他 的 创造 
命名 。 起 先 他 将 每 个 千 的 指数 称 为 “人 工 数 ” 而 后 又 称 之 为 “对 数 ” 
意思 是 “比值 >。 用 现代 数学 符号 表示 则 是 ， 如 果 【〈 在 第 一 张 表 中 ) 
N=1070-10” 关 ， 那 么 指数 工 则 是 广 的 〔〈 纳 皮尔 ) 对 数 。 纳 皮尔 的 对 
数 定义 与 《由 莱 昂 哈 德 。 欧 拉 1727 年 确立 的 ) 现代 对 数 定义 在 多 方面 都 
有 不 同 。 例 如 ， 如 果 和 = 太 ， 其 中 心 是 不 等 于 1 的 正 的 常数 ， 那 么 工 就 
是 N 〈 以 b 为 底 ) 的 对 数 。 因 此 在 纳 皮 尔 定义 的 系统 中 ， 工 =0 对 应 于 
N=10: 〈 即 纳 皮 尔 对 数 log107 =0)。 但 在 现代 对 数 系 统 中 ， 工 =0 对 
应 于 NW=1( 即 对 数 log,1=0 )。 更 重要 的 是 , 对 数 运算 的 基本 规律 ( 例 
如 乘积 的 对 数 应 等 于 各 自 对 数 之 和 》) 在 纳 皮 尔 的 体系 中 都 是 不 成 立 的 。 
最 后 一 点 ， 由 于 1-10 “小 于 1， 因 此 在 纳 皮尔 的 体系 中 ， 对 数值 单调 递 
减 ， 这 与 我 们 的 常用 对 数 〈10 为 底 ) 的 单调 递增 性 刚好 相反 。 然 而 ， 
这 些 不 同 点 其 实 并 不 能 说 明 什 么 ， 它 们 只 是 纳 皮 尔 严 格 要 求 每 个 单位 
必须 包 售 10' 个 子 单位 的 必然 结果 。 如 果 他 对 小 数 不 那么 刻意 回避 ， 他 
的 定义 一 定 会 更 加 简洁 ， 而 且 会 与 现代 对 数 更 为 接近 。0] 

事后 看 来 ， 他 对 小 数 的 刻意 回避 让 他 走 了 一 段 弯 路 。 但 正 因为 如 
此 ， 纳 皮尔 才 会 在 不 知 不 觉 间 找到 一 个 世纪 后 被 认为 是 自然 对 数 函 数 
的 底数 、 在 数学 史上 地 位 仅 次 于 圆周 率 r 的 常数 。 这 个 常数 就 是 (+ ma" 
在 关 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 值 : e。 避 1 

[1] As quoted ib George A. Gibson “Napier and the Invention of Logarithms， in 


andpook or zie Napier 7Tercettenary Celebrafiop or Modermr 1sta11ieENB G1G 
Metpod 必 or Calicziatior，ed. 了 . M. Horsburgh (1914; rpt Los Angeles: Tomash 
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Publishers, 1982), p. 9。 

[2] 纳 皮 尔 的 名 字 有 Napair、Neper、Naipper 等 多 个 版 本 ， 确 切 的 拼写 方法 已 
无 法 考证 。 参 见 Gibson 的 “Napier and the Invention of Logarithms”，pb.3。 

[3] 家 谱 是 约翰 的 一 位 后 人 Mark Napier 记 录 的 ， 名 为 Memrotzs of.Jopp Napier 
cr hercpistom is Zippease, 工 论 , aaqd 7Tzpzes 〈(Edinburgh，1834) 。 

[4] PHume Brown,“John Napier of Merchiston,”ih Napier 7Tercejatepra1y 
Aderorial roprre ed. Cargill Gilston Knott (London: Longmans, Green and Company， 
191S), p. 42。 

[$] 同上 ，p.47。 

[6] 同上 ，p.45S。 

[7] See David Eugene Smith,“The Law of Exponents im the Works of the 
Sixteenth Century，”in Napier 7ercertlepnazy Memaorial opizrpae,p.8l。 

[8] 早 在 14 志 纪 就 有 一 些 数 学 家 提出 了 负 指 数 和 分 数 指数 ， 不 过 这 些 概念 在 
数学 中 的 广泛 使 用 还 得 归功 于 英国 数学 家 约翰 。 瓦 利 斯 (1616 一 1703) ， 以 及 在 
1676 年 提出 现代 记 法 ea 和 a"““ 的 牛顿 。 参 见 Florian Cajori 发 表 于 Bermentar7y 
Matjpenatics (1928; rpt. La Salle, III.: Open Court，1951) 第 1 卷 的 “A History of 
Mathematical Notations” ，bp,354-356 。 

[9] 见 注解 [8]。 

[10] 经 佛 兰 德 科学 家 Simon Stevin 〈 即 Stevinius，1548 一 1620) 介绍 引入 。 

[UL1I] Quoted in David Eugene Smith, 4 Sozxrce Boog m Matperaatics ( 1929; rpt. 
New York: Pover, 1959), pb. 1S0。 

[12] 关于 纳 皮 尔 对 数 其 他 一 些 方面 的 讨论 见 附 录 1。 

[13] 实际 上 ， 纳 皮尔 离 发 现 数字 le〔〈 定 义 为 # 一 oo 时 表达 式 人 -1m" 的 极 
限 ) 已 经 非常 接近 了 。 我 们 在 前 面 介 绍 过 ， 他 对 对 数 的 定义 实际 上 等 价 于 
N=10 0-10” 六 。 如 果 我 们 在 等 式 两 边 分 别 除 以 10” (这 仅仅 改变 了 变量 的 比 
例 ) ， 就 会 得 到 等 式 N =[(4-107) 关 ] ， 其 中 N = N/10 ， 卫 = 工 /10 。 因 为 
( -107)0 =( -LU10)5 非常 接近 于 l/e， 所 以 纳 皮 尔 对 数 实际 上 是 以 le 为 底 的 
对 数 。 然 而 ， 通 常 关于 纳 皮尔 发 现 了 这 一 底数 《甚至 数字 e 本 身 ) 的 说 法 实际 上 
是 不 正确 的 。 我 们 可 以 看 到 ， 他 并 没有 考虑 底数 ， 事 实 上 底数 的 概念 是 在 后 来 引 
入 常用 对 数 〈 底 数 为 10) 后 才 逐 渐 发 展 起 来 的 。 





5 “现代 计算 的 神奇 力量 源 自 三 大 发 明 ; 阿拉 伯 数 字 、 小 数 以 ， 
一 一 卡 约 歼 (Florian Cajori ) 《数学 史 》(1893 ) 3 

1614 年 ， 纳 皮尔 将 他 的 发 明 用 拉丁 语 写 成 了 一 部 名 为 《奇妙 的 对 数 
表 的 描述 》(CaAdirzpici iogaritpxwaorwnma caxtoxtis descrzptio) 的 专著 。 后 来 他 的 
儿子 罗伯特 。 纳 皮尔 将 他 的 遗 稿 整理 成 文 , 并 于 1619 年 发 表 , 题目 为 “ 奇 
妙 对 数 表 的 构建 ”(Mirifici logarithmorunm canonis construction?。 科 学 发 
展 史 上 很 少 有 像 “ 对 数 ” 一 样 受 到 狂热 妃 捧 的 发 明 ， 这 项 发 明 很 快 传记 
欧洲 甚至 远 达 中 国 ， 并 为 广大 科学 家 们 所 接受 ， 而 它 的 发 明 者 也 广 受 赞 
誉 。 天 文学 家 约翰 尼斯 。 开 普 勒 将 之 应 用 到 复杂 而 精细 的 天 体 运 动 轨 
迹 运 算 中 并 获得 了 成 功 ， 成 为 此 发 明 的 第 一 个 受益 者 。 

时 任 伦敦 格雷 欣 学 院 〈Gresham College) 几何 学 教授 的 亨利 。 布 里 
格 斯 《Henry Briggs，1561 一 1631) 得 知 纳 皮 尔 的 对 数 表 后 ， 为 之 深 深 着 
迷 ， 并 随即 决定 亲 赴 苏格兰 与 绩 皮 尔 面 对 面 交 流 。 当 时 的 占星 师 威廉 。 里 
利 《William Lilly，1602 一 1681) 曾 对 此 次 会 面 进行 过 精彩 的 记载 。 

还 有 一 位 出 色 的 数学 家 和 几何 学 家 ,名 叫 约 翰 。 马 尔 (John 

Marmr )， 他 听 说 布 里 格 斯 先生 要 造访 纳 皮 尔 ， 便 抢先 一 步 到 达 苏 

兰 ， 希 望 能 与 两 位 大 师 会 面 。 布 里 格 斯 先生 曾 与 纳 皮尔 约定 
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图 2-1 纳 皮尔 1619 年 版 的 《奇妙 的 对 数 表 的 描述 》 一 书 封 
面 ， 此 版 本 中 也 包含 了 “奇妙 对 数 表 的 构建 ”一 文 

了 在 爱丁堡 会 面 的 时 间 ， 但 由 于 种 种 原因 ， 他 未 能 准时 抵达 . 
纳 皮 尔 对 他 能 否 到 达 表 示 怀 疑 : “约翰 啊 , 布 里 格 斯 先生 可 能 要 
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约 了 。.” 就 在 这 个 时 候 ， 外 面 响起 了 敲 门 声 。 约 翰 。 马 尔 冲 过 
去 把 门 打 开 ， 果 然 是 布 里 烙 斯 先生 。 他 不 禁 欣喜 万 分 ， 马 上 领 
着 布 里 格 斯 先生 来 到 纳 皮尔 的 房间 。 在 见面 之 后 的 近 15 分 钟 时 
阁 里 ， 两 个 人 都 没有 说 话 ， 只 是 钦佩 迎 看 着 对 方 。 最 终 ， 布 里 
格 斯 先生 开口 道 : “ 尊 茹 的 领主 大 人 ， 我 不 远 千 里 来 见 您 一 面 ， 
目的 是 向 您 请 教 ， 是 什么 样 的 才 拔 或 巧 思 驱 使 您 一 下 想到 了 对 
数 这 一 对 天 文学 大 有 神 益 的 概念 。 而 在 您 这 一 伟大 发 明之 前 ， 
却 没有 人 能 够 发 现 它 ， 尽 管 现在 看 来 它 非 常 容易 .” 问 


这 次 会 曙 中 ， 布 里 格 斯 提出 了 两 条 让 纳 皮 尔 对 数 表 更 方便 于 使 用 的 
建议 : 将 1 而 非 10" 的 对 数值 定义 为 0， 定 义 10 的 对 数值 与 10 的 某 个 指数 寡 
值 相等 。 经 过 多 种 可 能 的 尝试 和 讨论 ， 他 们 最 终 决 定 采 用 lg 10=1=10?。 
现代 捕 词 为 : 如 果 正 数 N 可 表示 为 N-10", 那么 5 是 N 的 常用 对 数 , 写成 Jogio 
N 或 简写 为 jg N。 底 数 的 概念 由 此 诞生 。 扬 

纳 皮 尔 欣 然 接受 了 这 些 建议 ， 但 由 于 他 年 岁 已 高 ， 没 有 精力 计算 新 
的 对 数 表 了 。 于 是 布 里 格 斯 接手 了 这 项 任务 ， 并 于 1624 年 将 成 果 发 表 为 
一 本 名 为 《对 数 的 算术 》(Arithmetica logarithmica，1624) 的 书 。 他 的 对 
数 表 包含 了 1 一 20 000 以 及 90 000 一 100 000 的 所 有 整数 的 以 10 为 底 的 对 
数 ， 精 度 达 到 了 小 数 点 后 14 位 。 而 20 000 一 90 000 的 空缺 部 分 则 由 荷兰 书 
商 艾 德里 安 。 弗 拉克 〈Adriaan Vlacq，1600 一 1667) 在 《对 数 的 算术 》 
的 第 2 版 1628 年 ) 中 补 全 。 这 一 工作 直到 21 世 纪 成 为 后 续 所 有 对 数 表 的 
基础 ， 三 百年 来 只 做 过 一 些小 的 修改 。 直 到 1924 年 ， 为 了 庆祝 对 数 发 明 
300 年 ， 英 国人 才 开 始 计算 精度 为 20 位 的 新 对 数 表 ， 并 于 1949 年 完成 。 

纳 皮 和 尔 还 对 数学 作出 了 另外 一 些 贡 献 。 他 发 明了 一 种 可 以 完成 乘法 
和 除法 运算 的 机 械 装置 ， 并 以 他 的 名 字 命名 为 “ 纳 皮 和 尔 骨 架 汪 他 制定 了 
一 套用 于 球面 三 角 函 数 计算 的 “ 纳 皮 尔 相 似 式 ” 他 还 提议 使 用 小 数 点 将 
数 的 整数 部 分 与 小 数 部 分 区 分 开 ， 这 一 符号 大 大 简化 了 小 数 的 书写 。 然 
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而 ， 与 对 数 发 明 的 重要 性 相 比 ， 这 些 都 不 值 一 提 。1914 年 ， 对 数 发 明 300 
年 的 庆典 在 爱丁堡 举行 ， 庆 典 上 英 尔 顿 (Moulton) 领主 致辞 道 :“ 对 数 
的 发 明 犹 如 黑夜 一 道 办 电 划 破 长 室 ， 没 有 任何 预兆 。 它 未 曾 借 助 其 他 已 
知 的 智慧 结晶 ， 也 未 沿袭 现存 的 数学 理念 ， 那 么 突然 、 孤 立 而 又 出 乎 人 
们 意料 地 出 现 了 。”B 纳 皮尔 先生 于 1617 年 4 月 3 日 死 于 其 居所 中 ， 后 安 磊 
于 爱丁堡 的 圣 卡 斯 伯 特 教堂 ， 享 年 67 岁 。 间 

后 来 ， 亭 利 。 布 里 格 斯 在 1619 年 成 为 牛津 大 学 的 第 一 位 萨 维 尔 几何 
学 教授 ， 此 后 该 席位 涌现 出 很 多 声名 显 基 的 英国 科学 家 ， 其 中 包括 约 
了 验 。 所 利 斯 (John Wallis，1617 一 1703)、 埃 德 蒙 哈雷 (Edmond Halley，1656 
一 1742) 和 克里斯托弗 。 雷 恩 (Christopher Wren，1632 一 1723)。 布 里 格 
斯 还 一 直 保 留 着 格雷 欣 学 院 的 主任 职务 ， 该 职位 由 英国 历史 上 第 一 位 拥 
有 数学 教授 职称 的 托马斯 。 格 雷 欣 〈Thomas Gresham) 先生 于 1596 年 创 
建 。 布 里 格 斯 先生 兼任 着 这 两 项 职务 直至 1631 年 去 世 。 

还 有 一 个 人 坚 称 自己 发 明了 对 数 ， 他 就 是 瑞士 钟表 匠 荣 斯 特 。 比 和 尔 
吉 (Joost Burgi，1552 一 1632)。 荣 斯 特 先 生 也 创建 了 一 张 与 纳 皮 尔 的 类 
似 的 对 数 表 ， 不 过 最 大 的 不 同 在 于 : 纳 皮 尔 使 用 比 1 略 小 的 1-10 作为 公 
比 ， 而 比尔 声 用 的 则 是 比 1 略 大 的 1+104。 因 此 比尔 声 的 对 数 会 随 着 指数 
的 增加 而 增 大 ， 纳 皮尔 的 对 数 变 化 规律 则 相反 。 和 纳 皮 尔 相 似 ， 比 尔 吉 
过 度 关注 于 如 何 尽 量 避 免 小 数 ， 这 也 导致 对 数 的 定义 过 于 复杂 。 如 果 将 
一 个 正 整 数 NM 表示 为 NA=10: (1+10) 上， 那么 比尔 吉 将 数字 105 〈 而 非 ) 
称 为 与 “ 黑 数 ”N 对 应 的 “ 红 数 ”在 他 的 表格 中 ,“ 红 数 ” 和 “ 黑 数 ” 
确实 都 是 按照 命名 方式 而 分 别 用 红色 和 黑色 字体 印刷 的 。) 他 将 “ 红 数 ” 
《也 就 是 对 数 ) 置 于 边缘 ， 而 将 “ 黑 数 ” 放 在 页 面 的 主体 区 域 以 构建 “ 反 
对 数 ” 运 算 表 格 。 有 证 据 表 明 ， 比 尔 吉 先生 早 在 1588 年 便 完 成 了 他 的 发 
明 ， 这 比 纳 皮 尔 开始 研究 对 数 的 时 间 还 要 早上 6 年 。 但 由 于 某 种 原因 ， 他 
直至 1620 年 才 在 布拉格 匿名 发 表 了 此 对 数 表 。“ 要 么 发 表 ， 要 么 灭亡 ” 
《publish or perish)， 这 是 学 术 界 铁 的 法 则 。 由 于 推迟 ， 比 尔 吉 最 终 丧 失 
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了 这 一 历史 性 发 明 的 发 表 优先 权 。 如 今 ， 除 了 科学 史上 还 有 记载 之 外 ， 
几乎 没 人 知道 他 的 名 字 了 。 癌 

对 数 的 使 用 很 快 在 欧洲 传播 开 来 , 纳 皮 尔 的 《奇妙 的 对 数 表 的 描述 》 
一 书 被 爱德华 。 赖 特 〈Edward Wright，1560 一 1615， 英 国 数学 家 、 设 备 
制造 者 ) 翻译 成 英语 ， 并 于 1616 年 在 伦敦 面世 。 布 里 格 斯 和 弗 拉 克 的 常 
用 对 数 表 则 于 1628 年 在 荷兰 出 版 。 与 伽利略 同时 期 的 数学 家 、 微 积分 学 
的 先行 者 卡 瓦 列 里 《Bonaventura Cavajlieri，1S98 一 1647) 在 意大利 推广 
对 数 用 法 ， 约 翰 尼 斯 。 开 普 勒 则 在 德国 推广 对 数 用 法 。 非 常 有 趣 的 是 ， 
接 下 来 这 一 发 明 受 到 了 中 国人 的 喜爱 ，1653 年 波兰 传教 士 称 尼 阁 〈John 
Nicholas Smogulecki，1611 一 1656) 的 门徒 薛 凤 梓 在 他 的 专著 中 引入 了 对 
数 。1713 年 〈 康 中 五 十 一 年 )， 弗 拉克 的 对 数 表 在 北京 被 再 版 于 讲述 历 算 
的 《 律 历 渊 源 》 丛 书 中 。 后 来 ， 收 集 了 数学 基本 原理 的 《数理 精 柳 》 于 
1722 年 在 北京 出 版 ， 并 最 终 传 到 了 上 日本。 这 一 切 和 传教 士 在 中 国 的 布 教 
以 及 他 们 对 西方 科学 的 推广 是 密 不 可 分 的 。 半 

在 对 数 被 科学 界 接受 后 不 久 ， 一 些 有 识 之 十 意识 到 可 以 用 机 械 装 置 
实现 对 数 计 算 。 基 本 思想 是 在 直 尺 上 按照 对 数 的 大 小 比例 安排 刻度 。 黄 
国 牧师 埃 德 蒙 。 甘 特 (Edmund Gunter，1S81 一 1626， 后 来 成 为 格雷 欣 学 
院 的 天 文学 教授 ) 在 1620 年 做 出 了 第 一 个 很 粗糙 的 装置 ， 该 装置 首先 用 
一 条 对 数 尺 度量 距离 ， 然 后 用 圆规 对 距离 进行 加 减 。 首 先 提出 用 两 条 可 
以 相对 滑动 的 对 数 尺 来 计算 对 数 的 是 威廉 。 奥 特 雷 德 (William Oughtred， 
1574 一 1660), 他 与 甘 特 一 样 , 也 是 牧师 和 数学 家 。 奥 特 雷 德 可 能 早 在 1622 
年 就 发 明了 这 一 装置 ， 但 直到 十 年 后 有 关 细 节 才 公开 发 表 。 实 际 上 ， 奥 
特 雷 德 的 发 明 有 两 个 版 本 : 线性 滑动 的 计算 尺 和 圆 形 滑 动 的 计算 尺 。 其 
中 圆 形 滑动 的 两 个 计算 尺 把 刻度 标 在 两 个 同 轴 的 转盘 上 。 纪 

虽然 奥 特 雷 德 并 未 担当 任何 大 学 正式 职务 ， 但 他 对 数学 的 贡献 却 是 
举世 瞩目 的 。 在 最 有 影响 力 的 关于 算术 和 代数 的 著作 《数学 之 钥 》(Czavzs 
Hatjpematicae，1631) 中 ， 他 引入 了 许多 新 的 数学 符号 ， 有 些 符号 现在 
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仍 在 使 用 。 其 中 包括 乘法 符号 X ， 因 其 与 字母 x 相 似 曾 遭 到 莱 布 尼 欧 
(Leibniz) 的 反对 ， 另 外 还 有 两 种 偶尔 可 见 的 符号 ， 分 别 是 用 以 表示 比例 
的 :: 和 表示 差 运算 的 一 。 如 今 ， 数 学 文献 中 的 大 量 符号 对 我 们 来 说 似乎 
是 自然 而 然 的 ， 但 其 实 每 一 个 符号 都 有 自己 的 历史 ， 并 且 通 常 都 反映 出 
那个 时 期 的 数学 发 展 水 平 。 有 些 符号 是 数学 家 即兴 发 明 的 ， 但 多 数 符号 
是 逐渐 演化 出 来 的 ， 奥 特 雷 德 在 这 个 演化 过 程 中 起 到 了 主要 作用 。 还 有 
一 位 数学 家 也 对 数学 符号 的 改进 作出 了 巨大 贡献 ， 他 就 是 本 书后 面 要 详 
细 介 绍 的 莱 昂 哈 德 。 欧 拉 。 

奥 特 雷 德 的 一 生 有 许多 故事 。 在 剑桥 国王 学 院 读书 的 时 候 ， 他 日 夜 
扑 在 功课 上 ， 正 如 他 自己 所 描述 的 那样 :“ 在 那 段 学 习 数学 的 时 间 里 , 我 
把 黑夜 一 个 个 地 从 睡眠 中 夺回 ， 把 身体 驯服 到 完全 适应 于 紧张 、 寒 冷 和 
劳苦 的 状态 ， 而 此 时 其 他 人 大 多 在 梦乡 中 。” 四 在 约翰 。 奥 布 里 〈John 
Aubrey) 的 趣味 作品 Brier Fives 中 也 有 一 段 对 奥 特 雷 德 生活 的 精彩 描述 
(不 一 定 真实 可 信 )。 


他 身材 矮小 、 头 发 久 黑 ， 乌 溜溜 的 黑 眼 珠 显 得 非常 有 神 ， 
而 大 脑 总 是 处 于 工作 状态 。 他 会 在 尘土 上 画 线 绘图 …… 经 常 睡 
到 中 午 十 一 二 点 夜里 学 习 到 很 晚 ，11 点 之 前 不 上 床 ; 打 火 
熙 常 伴 身 边 ; 堆 在 床 头 最 上 面 的 总 是 他 紧 盖 着 的 墨水 瓶 。 他 的 
睡眠 时 间 非 常 少 ， 有 时 候 连续 两 三 个 晚上 不 睡觉 。D 


虽然 这 些 作 息 习 惯 没有 一 条 不 违背 健康 生活 法 则 ， 奥 特 雷 德 仍然 活 
到 了 86 岁 。 据 说 是 听 说 查理 二 世 重 登 王位 后 高 兴 而 死 。 

就 对 数 而 言 ， 对 计算 尺 发 明 第 一 人 的 争执 一 直 没 有 停止 过 。1630 年 ， 
奥 特 雷 德 的 一 位 学 生理 查 德 。 德 莱 曼 〈Richard Delamain) 发 表 了 一 本 名 
为 Grama1zael1ogia or 77He Matpematica1l Ring 的 小 册子 ， 其 中 措 述 了 他 发 明 
的 圆 形 计算 尺 。 书 的 前 言 中 ， 他 对 查理 一 世 国 王 〈 德 莱 曼 曾 给 查理 一 世 
寄 过 一 把 计算 尺 和 一 本 书 ) 描绘 这 一 装置 的 易 用 性 :“ 很 好 用 …… 如 以 马 
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代步 。 扣 0 他 及 时 地 为 这 一 发 明 申请 了 专利 , 以 确保 他 的 版 权 和 历史 地 位 。 
然而 ， 奥 特 雷 德 的 另 一 位 学 生 威廉 。 福 斯 特 (William Forster) 则 声称 他 
早 些 年 就 在 德 革 曼 家 中 末 有 眼看 到 了 奥 特 雷 德 的 圆 形 计算 尺 ， 实 际 上 是 瞳 
示 德 菜 曼 从 奥 特 雷 德 那里 虽 窃 了 创意 。 接 下 来 的 那些 反 反 复 复 的 控告 与 
反 控 告 可 想 而 知 ， 上 毕竟 对 一 个 科学 家 的 声望 而 言 ， 没 有 什么 比 列 窃 的 罪 
名 更 具 毁 灭 性 了 。 现 在 人 们 普遍 认为 奥 特 震 德 是 圆 形 计算 尺 的 发 明 者 ， 
但 是 也 疫 有 证 据 能 够 支持 福 斯 特 对 德 菜 曼 虽 窃 创意 的 指责 。 无 论 如 何 ， 
这 场 辩 论 已 被 人 们 遗忘 了 ， 因 为 没 过 太 久 ， 另 一 场 更 为 激烈 的 争辩 围绕 
着 另 一 项 意义 更 为 深远 的 发 明 〈 微 积分 ) 友 育 烈 烈 地 展开 了 。 

各 种 各 样 的 计算 尺 在 此 后 的 350 年 中 成 为 了 每 个 科学 家 和 工程 师 的 
忠诚 伙伴 ， 父 母 们 总 是 自豪 地 将 它们 送 给 刚刚 大 学 毕业 的 儿女 。20 世 纪 
70 年 代 初 ,第 一 款 手 持 计算 器 面世 ,在 此 后 的 10 年 中 计算 尺 被 逐渐 废弃 。 
《1980 年 美国 科学 运算 设备 的 顶级 制造 商 Keuffel 及 Esser 富 布 停产 所 有 计 
算 尺 ， 而 该 公司 正 是 因为 计算 尺 才 从 1891 年 开始 出 名 的 。50)》 对 数 表 的 
遭遇 则 要 稍 好 一 些 ， 人 们 依然 可 以 在 代数 学 教材 的 最 后 找到 它们 ， 这 默 
默 地 告诉 我 们 那 段 属于 它们 的 辉煌 时 代 已 经 一 去 不 返 。 不 久 以 后 它们 也 

不 过 ， 就 算 对 数 失去 了 在 计算 数学 中 的 核心 地 位 ， 对 数 冰 数 仍然 是 
几乎 所 有 数学 分 支 的 核心 ， 无 论 是 纯 数 学 还 是 应 用 数学 ， 它 出 现在 从 物 
理学 、 化 学 到 生物 学 、 心 理学 、 艺 术 和 音乐 的 各 种 实际 应 用 中 。 当 代 艺 
术 家 艾 雪 〈M. C. Escher) 甚至 将 伪装 成 螺旋 状 的 对 数 函 数 作 为 其 许多 作 
品 的 中 心 主题 〈 参 见 第 11 章 )。 

在 爱德华 。 赖 特 翻 译 的 《奇妙 的 对 数 表 的 描述 》 的 第 2 版 译 著 《伦敦 ， 
1618) 中 ， 有 一 个 附录 可 能 是 奥 特 雷 德 完成 的 。 其 中 有 与 log。10 = 
2.302 585 等 价 的 表述 .5 这 似乎 是 对 常数 e 在 数学 中 角色 的 第 一 次 明确 
认 知 。 但 这 个 数 从 何 而 来 呢 ? 它 的 重要 性 究竟 在 哪里 ? 要 回答 这 些 问题 ， 
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必须 回 到 那个 初 看 起 来 与 指数 和 对 数 豪 无 关联 的 问题 : 财务 中 的 数学 。 


.注解 与 来 源 ， 

[1] 引用 于 Eric Temple Bell 的 Mer of Mampemaatics (1937; mt Harmondsworth: 
Penguin Books, 1965), 2:3580， 还 有 Edward Kasner 和 James Newman 的 Matpematics 
ad 1pe 1jpasginatiopr (New York: Simon and the Schuster, 1958), p. 81。 最 初出 现 于 
”里 利 的 Pescription orjzisZ 轮 and7Times (1715)。 

[2] See George A. Gibson“Napier's Logarithms and the Change to Briggs?s 
Logarithms,”in Napier 7ercenmtezaary Heraorial Foliae， ed Cargill Gilston Knott 
(London: Longmans, Green and Cormnpany, 1915), p. 111. See also Julian Lowell Coolidge， 
7TPe Matjeaatics of Great4maatelys (New York: Dover 1963), ch. 6, esp. pp. 77-79。 

[3] 就 职 帝 说 “77He zavention or Logaritpms”， 收 录 于 Napier Tercentena1Ty 
jhexjatozial olppe,p.3。 

[4] BEB. M. Horsburgh 编 辑 的 瑟 cradpook or pe Napier Tercerztepnary Celepratiom， 
OF Moderza 711stzt11ae1tts QQ Metpos or Calcxiation 〈1914; Los Angeles: Totmash 
Publishers, 1982) ，p. 16。A 部 分 详细 描述 了 纳 皮 尔 的 生活 及 工作 。 

[$] 关于 优先 权 的 问题 ， 请 参考 Florian Cajori 的 “Algebra in Napiers Day and 
Alleged Prior Iaventions of Logarithms”， 收 录 于 Napier 7ercenieprary Memporia7 
Fopezpre,p. 93。 

[6] Joseph Needham, Science amd Czpiisation 六 CHPizaa (Cambridge: Cambridge 
University Press, 193S9), 3:S2-33 。 

[7] David Eugene Smith, 4 Sozrcee Book zz Materaafics (1929; rpt. New York: 
Dover, 1949), pp. 160-164。 

[8] Quoted in David Eugene Smith，Fistory or Matperaatics, 2 vols. (1923; New 
York;: Dover, 1958), 1:393 。 

[9] John Auprey,，Brier Livey 2:106 (as quoted by Smith，Pisiory or Matjperaafics， 
1:393)。 

[10] Quoted in Smith, 4 Sowrce BooK 碎 Matpepaatics, pb. 1S$6-159。 

[1 New yo Tes, 3 January 1982 。 

[12] Florian Cajor 4 瑟 siory or Hatpenaatics (1893)，2d ed，(New York: 
Macmillan, 1919), p. 1S3; Smith，Fstory of Matjpemaatics, 2:S17。 
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对 激 运 租 


对 ”人 《至 少 是 那些 在 1980 年 后 完成 大 学 学 业 的 人 ) 而 言 ， 对 1 
数 是 一 个 理论 性 的 主题 , 在 代数 学 入 门 课程 中 是 函数 概念 的 一 ， 
部 分 。 但 直到 20 世 纪 70 年 代 末 期 ， 对 数 依 然 被 广泛 应 用 于 计算 设备 中 ， 
实际 上 与 1624 年 布 里 格 斯 的 常用 对 数 无 异 。 手 持 计 算 器 的 出 现 则 将 它们 
彻底 淘汰 。 

假设 现在 是 1970 年 ， 我 们 需要 计算 如 下 表达 式 : 

x=V493.8x23.67275.104 

为 此 我 们 需要 用 到 四 位 的 常用 对 数 表 (在 大 多 煞 代数 学 教科 书 的 最 ， 
后 还 可 以 找到 )， 还 需要 用 到 下 面 的 对 数 运算 法 则 ; 

lg (caj)=lg a+lgD 

lg (c/ 有 =1lg ac 一 LE P 

lg or =Plg aa 
其 中 a 和 8 是 任意 正 数 ，?* 为 任意 实数 ， 而 “lg” 则 表示 常用 对 数 〈 也 就 是 
以 10 为 底 的 对 数 )， 不 过 也 可 以 使 用 基于 其 他 底数 的 对 数 表 。 

在 开始 计算 之 前 ， 回 忆 一 下 对 数 的 定义 ;如 果 一 个 正 数 N 可 以 写成 
N=10 的 形式 ， 那 么 [就 是 整数 N 的 对 数 〈 以 10 为 底 )， 表 示 为 jg N。 因 此 
表达 式 N=10“ 与 L=1g N 实 际 是 等 价 的， 因为 它们 给 出 的 信息 完全 一 样 . 由 ， 
于 有 I=100 和 10=10:， 我 们 可 以 得 到 lg 1=0 和 lg 10=1。 因 此 ， 对 于 1! (包括 
1)》 和 10《〔〈 不 包括 10) 之 闻 的 任何 数 ， 其 对 数 都 是 一 个 正 的 小 数 ， 也 就 是 一 
个 可 以 写成 0.apc… 形 式 的 数 。 类似 地 ， 对 于 10 (包括 10) 和 100( 不 包括 100) ， 


本 


etenateosascaeapaataaautaosat 
和 


RE 


二 


之 间 的 任何 数 ， 其 对 数 都 是 L.abc… 形 式 的 数 ， 依 此 类 推 。 归 纳 如 下 ; ， 
_ X 的 范围 1l8N ， 

1 委 N 入 10， 0.apc… ， 

10 和 Ns<100， 1.apc… ， 

100 委 N 委 1 000， 2.apc… : 

可 六 
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(这 张 表格 可 以 向 小 数 部 分 推算 , 但 这 里 我 们 为 了 方便 讨论 而 将 其 略 
， 去 。) 所 以 ， 如 果 一 个 对 数 写成 了 形 如 lg NEp.abc… 的 形式 ， 那 么 从 整数 P 
。 可 以 知道 Y 处 在 什么 样 的 10 的 宕 范围 内 。 例 如 ， 如 果 知 道 lg N=3.456， 就 
;可 以 推算 出 X 位 于 1 000 和 10 000 之 间 ， 而 N 的 具体 值 则 由 对 数 的 小 数 部 分 
0.apc… 所 决定 。 对 数 lg N 的 整数 部 分 p 称 为 首 数 〈characteristic)， 而 小 数 
， 部 分 0， apc… 则 被 称 为 尾数 〈mantissa)。 员 对 数 表 通 常 只 会 给 出 尾数 部 分 ， 
， 而 首 数 部 分 则 由 用 户 自 己 确定 。 注 意 ， 如 果 两 个 对 数 的 尾数 相同 但 首 数 
不 同 ， 则 对 应 的 两 个 NM 数位 相同 但 小 数 点 的 位 置 不 同 。 例 如 ，lg N0.267 
， 对 应 于 NM=1.849， 而 lg NE1.267 则 对 应 于 NE=18.49。 如 果 写 成 指数 形式 就 很 
清晰 了 :，10026=1.849，10126=10x104267=10x1.849=18.49。 

现在 我 们 可 以 开始 计算 了 。 首 先 我 们 将 zx 写成 更 适合 对 数 运算 的 形 
式 一 一 把 方 根 替换 为 分 数 形式 的 指数 ; 

:=(493.8x23.67215.104)13 
对 等 式 两 边 同 时 取 对 数 ， 可 得 : 
lgx= (1/3)(lg492.8+21g23.67-1g5.104) 


EN 


人 


， 
这 
， 
人 


， 将 表格 中 “比例 部 分 ”的 值 加 到 主 表 格 给 出 的 值 上 ， 我 们 就 可 以 得 
， 到 每 个 对 数值 。 所 以 ， 要 找到 lg 493.8 对 应 的 值 ， 我 们 先 找到 49 开 头 的 行 ， 


误 


1 
和 
， 
澡 
机 
过 
2 
: 


然后 向 右 移动 到 3 起 头 的 列 〈 对 应 的 数 为 6 928 )， 接 着 查找 比例 部 分 8 起 
头 的 列 ， 得 到 7， 把 7 加 到 6 928 上 就 得 到 6 93$。 由 于 493:8 位 于 100 和 1000 
之 间 ， 所 以 首 数 是 2， 从 而 我 们 得 到 lg 493.8=2.693 S。 类 似 地 ， 我 们 可 以 
查 到 其 他 数 的 对 数 。 月 表 符 来 完 让 计算 已 入 福 全 (参见 表 2-1 和 表 2-2 ): 
lg N 
5 1.374 2 
xx2 
2.748 4 
493.8- 二 2.6935 
5.441 9 
S$.104 一 - 0.7079 
。 4.7340:3 
， 答案 :37.84- 一 1.5780 
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表 2-1 ”四 位 对 数 运算 表格 


Proportional Parts 
3 8S 9 


ka 
1 


0128 0170 | 0212 0258 0294 
0531 0569 | 0607 0645 0682 
0864 0899 0334 | 0969 1004 1038 
14206 Tt239 1271 | 1803 1885 1363 
1523 1553 1584 | 1614 1644 1673 


1818 1847 1875 | 1903 1931 1959 
2095 2122 2148 | 2175 2201 2227 
2355 2380 2405 | 2430 2455 2480 
2601 2625 2648 | 2672 2685 2718 
2833 2856 2878 | 2900 2923 2945 


838054 3075 3096 | 3118 31398 3160 
8263 3284 3304 | 33824 3345 3365 


3464 8483 3502 | 3522 /SA64L 8560 
3655 3674 3692 | 3711 3729 /3747 
3838 3856 3874 | 3992\ 必 8909”3927 


4014 4031 4048 | 4065 4082 4099 
4183 4200 4216 | 42832 4249 妇 85 
4346 4362 4378 | 4893 4408 4425 
4502 4 引 18 4533 | 4648 4564 由 79 
4654 46638 4683 | 4698 4713 2728 


4800 4814 48298 | 4843 4857 4871 
4942 4955 4969 | 4983 4987 5011 
5079 5092 5105 | 5119 5182 5145 
5211 5224 5237 | 5250 5263 5276 
5340 5353 5366 | 5878 5391 5403 


5465 54278 5490 | 5502 5514 5527 
5587 55998 5611 j 56238 5635 5647 
5705 5717 5729 | 5740 5752 5763 
5821 5832 5843 | 5855 5866 5877 
5933 5944 5855 | 5966 5977 5988 


6042 6053 6064 j】 6075 6085 6096 
6149 6160 6190 | 6180 6191 6201 
6253 68263 6274 | 6284 6264 6304 
6355 6365 6375 | 6385 6995 6405 
6454 6464 64794 | 6484 6493 6509 


6551 6561 65?1 | 6580 8590 6599 
66486 6656 6665 | 6675 6684 6693 
6739 6749 6758 | 6967 67376 6785 


5、6848 | 6857 6866 6875 
6928 987 | 6946 6955 6964 
5T5 ?7024 | 7033 7042 7050 
7301 ?7110 | ?18 7126 37135 
7185 7193 | 7202 7210 7218 


7251 7259 7267 7275 | 7284 7292 7300 
7324 7332 ?340 7348 7356 | 7864 7372 7380 


ee 
只 劝 


和 
he iD 3 和 


ja ae 
人 扫尾 


3 
己 


国史 本 咯 由 有 乱 基 攻 有 区 妇 提 妇 


办 妇 的 拓 雪 的 加 鲍 国 办 办 砚 区 二 和 直 检 相生 办 尖 动 诬 大 如 克 区 二 有 克 
有 因 胞 加 区 蔓 砚 名 人 


和 业 上 和 汪 


和 和 光碟 


人 
内 9 局 届 的 有 


呈 


如 于 各 性 汪 
E 
有 g 贡 负 人 可 泊 枯 洲 罗 和 的 贡 贡 和 四 贡 芭 切 罗 力克 的 写 


3 罗 呈 有 风 区 
加 馈 中 局 属 





最 后 一 步 需 要 用 到 反对 数 〈 也 就 是 对 数 的 道 运算 ) 表格 。 我 们 在 表 
格 中 查 到 尾数 0.578 0 所 对 应 的 数值 为 3 784。 由 于 1.578 0 的 首 数 是 1， 我 
们 可 以 推 知 这 个 数 应 当 在 10 和 100 之 间 。 所 以 好 37.84, 小 数 点 后 保留 两 位 。 
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表 2-2 ”四 位 反对 数 运算 表格 


- 
吧 
如 
艺 


和 和 | 肖 这 迎 恩 乱 关机 入 和 戎 呈 人 
攻 
中 


多 克 多多 尖 因 区区 肌 兴 上 从 愉 愉 号 本 办 攀 本 有 有 
这 锭 大兴 国 多 讽 光大 习习 罗 丰 区 
四 过 党 钨 着 大 有 县 加 本 中 虽 99【 过 


光臣 内 夫 和 的 扰 枯 和 贡生 二 二 二- 飞 吕 力克 区 和 本 轴 轴 本 页 人 克 证 虽 


ve jd 
名 挟 贡 全 


9 
[站 全 


多 办 儿 图 生 和 交 区 轴 和 的 全 有 人 和 贡生 中 和 区 史 生 如 区 人 
3 
了 


3 
SO Ia 





各 


人 


1 
1 
I 
工 
1 
了 
于 
工 
1 
了 
1 
1 
了 
了 
1 
工 
】 
1 
】 
上 
I 
卫 
1 
工 
1 
工 
1 
1 
1 
工 
2 
2 
2 
2 
2 
名 
4 
2 
2 
如 
和 
] 
2 
电 
2 
2 
2 
2 
和 


2 
和 


款 | 区 二 和 帮 杂 和 和 和 办 的 区 和 庆 欠 大 观 涛 的 加 钴 有 和 持 和 和 是 bbbtetntpoib phbibt im ax 
主 | 二 二 二 国光 人 有 丰 和 汪 调 入 夺 匀 雁 负 讽 兴 和 站 站 当 杂 和 和 和 站 匀 油 当 区 网 贡 痊 届 大 克 的 雹 为 有 人 tt 


1 





站 






和 





听 超 来 很 复杂 吧 ? 如 果 你 习惯 于 使 用 计算 器 的 话 ， 确 实 如 此 。 有 了 
一 些 经 验 之 后 ， 上 面 的 运算 可 以 在 两 三 分 钟 内 究 成 ， 而 用 计算 器 的 话 ， 
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应 当 几 秘 钟 就 能 完成 (可 以 得 到 具有 6 位 小 数 的 结果 37.845 331)。 但 千 万 
不 要 忘记 从 发 明 对 数 的 1614 年 到 发 明 电 子 计算 机 的 1945 年 期 间 ， 人 们 只 


能 用 对 数 表 或 者 等 价 的 机 械 装置 〈 对 数 计算 尺 ) 来 完成 这 种 运算 。 这 也 


难怪 科学 界 会 对 它们 拥有 如 此 高 的 热情 。 正 如 著名 数学 家 皮 埃 尔 。 西 ， 
蒙 . 拉 普 拉 斯 (Pierre Simon Laplace，17491827) 所 说 的 :“ 对 数 的 发 ， 
明 减 少 了 劳动 量 ， 使 天 文学 家 的 寿命 加 倍 了 。?” 


oaesAo0RA 


六 
CA Cr 





0] 首 数 和 尾数 的 是 由 亨利 . 布 里 格 斯 于 1624 年 提出 的 。 单 词 mantissa 是 伊 特 ， 
鲁 时 亚 的 一 个 后 期 拉丁 语 ， 意 思 是 一 个 用 于 称 重 时 凌 足 重量 的 东西 。 参 见 David 
Eugene Smith 的 Pistory or Matjenaatics， 2 vols. (1923; New York: Dover，19538)， ， 
2:514。 ， 





第 .” 章 


财务 加 题 


:各 民 中 有 贫穷 人 与 你 同 住 ， 你 车 借 钱 给 他 ， 不 可 如 放 债 的 
: 向 他 取 利 。” 


全 
六 
号 


《出 埃及 记 》22: 25 、 

早 在 远古 时 代 ， 金 钱 问题 就 成 为 人 类 关注 的 中 心 话题 。 人 类 生活 中 
再 没有 比 退 求 语 贵 和 保障 财产 安全 更 现实 的 问题 了 。 因 此 ， 当 某 个 姓名 
不 详 的 数学 家 〈 也 可 能 是 商人 或 者 放 债 人 ) 在 17 世 纪 初 发 现 ， 资 金 增长 
与 某 个 数学 表达 式 趋 于 无 穷 时 的 值 之 间 存 在 某 种 奇妙 的 关联 时 ， 人 们 一 
定 都 感到 非常 意外 。 

对 金钱 考虑 得 最 多 的 方面 基本 就 是 利息 和 贷款 偿还 。 从 人 类 有 有 历史 
记录 开始 ， 就 可 以 找到 关于 对 借款 收取 利息 的 记载 。 实 际 上 我 们 所 知 的 
许多 早期 数学 文献 处 理 的 都 是 与 利息 有 关 的 问题 。 例 如 ， 现 存 于 罗浮 富 
的 一 张 约 公元 前 1700 年 的 美 索 不 达 米 亚 泥 板 ? 就 描述 了 这 么 一 个 问题 : 需 
要 多 久 才 能 使 年 复 利 为 20% 的 本 金 翻 倍 呢 ?01 用 代数 学 的 语言 来 描述 这 
个 问题 ， 那 就 是 在 每 年 年 末 总 金额 都 会 增长 20%， 即 增长 因数 是 1.2， 所 
以 在 x 年 后 ， 总 金额 增长 为 1. 关 。 要 使 这 个 总 额 是 怕 来 数值 的 两 倍 ， 那 就 得 
到 方程 1.2* =2 (注意 :; 本 金 数值 并 没有 出 现在 这 个 等 式 中 )。 


@ 巴比伦 人 用 于 记载 文字 的 埠 体 。 一 “ 译 者 注 
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现在 要 解 这 个 方程 ， 就 得 把 x 从 指数 位 置 取 下 来 ,我 们 必须 采用 对 数 
运算 ， 但 巴比伦 人 并 不 知道 对 数 为 何 物 。 尽 管 如 此 ， 他 们 还 是 找到 了 一 
个 近似 解法 。 他 们 注意 到 1.2:=1.728 而 1.24=2.073 6， 所 以 zx 一定 是 一 个 介 
于 3 和 4 之 间 的 值 。 为 了 进一步 缩小 x 的 范围 , 他 们 采用 了 线性 插值 的 运算 ， 
寻找 3 和 4 之 闻 的 一 个 数 ， 它 与 3 和 4 之 间距 离 的 比值 跟 2 与 1.728 和 2.073 6 
之 间距 离 的 比值 一 样 。 这 样 得 到 x 的 线性 〈 第 一 阶 ) 方程 后 ， 就 可 以 用 基 
本 的 代数 计算 方法 求解 了 。 但 是 巴比伦 人 并 不 懂 现 代 代 数学 ， 所 以 对 他 
们 而 言 ， 要 得 到 准确 解 绝 非 易 事 。 然 而 ， 他 们 的 答案 是 寻 3.787 0， 这 与 
正确 值 3.801 8〈 也 就 是 约 为 3 年 9 个 月 18 天 ) 已 经 非常 接近 了 。 需 要 注意 
的 是 巴比伦 人 采用 的 并 不 是 我 们 的 十 进 制 ， 十 进 制 直到 中 世纪 早期 才 被 
欧洲 广泛 使 用 。 巴 比 伦 人 采用 的 是 六 十 进 制 ， 也 就 是 以 60 为 基数 的 进 制 。 
所 以 罗浮 宫 那 据 泥 板 上 给 出 的 答案 是 六 十 进 制 的 3;47,13,20， 理 解 为 
3+47/60+13/60*+20/603， 这 个 值 近 似 于 3.787 0。 口 

从 某 种 角度 来 看 ， 巴 比 伦 人 确实 使 用 过 一 种 勉强 算得 上 对 数 表 的 表 
格 。 现 存 的 一 些 泥 板 中 列 出 了 136、L16、9 和 16〔〈 和 前 两 个 数 的 六 十 进 制 
表示 分 别 为 0;140 和 0;3,45) 的 前 10 个 守 ， 他 们 都 是 完美 的 平方 数 。 由 于 
表格 中 列 出 的 是 乘 方 运算 的 值 而 非 指数 形式 ， 所 以 它 实质 上 是 一 张 反对 
数 运算 表格 ， 只 不 过 巴比伦 人 并 不 是 使 用 一 个 标准 的 底数 来 进行 乘 方 计 - 
算 的 。 编 制 这 些 表格 的 目的 似乎 是 为 了 处 理 与 复 利 有 关 的 特定 问题 ， 而 
不 是 为 了 一 般 性 的 使 用 。 癌 

让 我 们 来 简单 地 解释 一 下 什么 是 复 利 。 假 设 我 们 向 一 个 账户 存 入 100 
元 〈 本 金 )， 年 利率 为 5%， 每 年 计算 一 次 复 利 。 在 第 一 年 年 末 ， 账 户 上 
就 会 有 100x1.05=105 元 。 这 时 银行 就 会 自动 将 这 个 金额 作为 本 金 ， 开 始 
重新 计算 新 一 年 的 利息 。 在 第 二 年 年 末 时 ， 账 户 的 余额 将 会 变 成 
105x1.05=110.25 元 ， 而 在 第 三 年 年 末 的 时 候 是 110.25Sxl.05=115.76 元 ， 依 
此 类 推 。( 所 以 ,不 仅仅 是 开始 的 本 金 被 用 来 计算 利息 ， 本 人 金 获 得 的 利息 
也 会 产生 利息 ， 因 此 叫 作 “复合 型 利息 ”， 简 称 “ 复 利 ”% ) 我 们 可 以 看 到 
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账户 余额 以 1.05 为 公 比 呈 几 何 级 数 增 长 。 相 比 之 下 ， 单 利 形 式 的 账户 每 
年 只 能 获得 相等 的 利息 回报 。 如 果 以 100 元 的 本 金 投资 单 利 ,年 利率 也 是 
5%， 那 么 账户 的 金额 会 每 年 多 $ 元 钱 ， 以 等 差 数 列 增长 : 100、105、110、 
115， 等 等 。 显 然 ， 不 管 利率 是 多 少 ， 复 利 的 收益 都 要 比 单 利 来 得 快 。 
从 这 个 例子 我 们 不 难看 出 普遍 规律 。 假 设 我 们 将 本 金 P 元 存 入 账户 ， 
获取 的 复 利 年 利率 是 z( 为 了 计算 方便 , 这 里 的 > 表示 的 是 小 数 , 例如 0.05， 
而 不 是 5% 中 的 S)。 这 样 一 来 ， 第 一 年 年 末了 账户 中 的 金额 将 变 为 P(1+7)， 
第 二 年 末 的 时 候 是 PLI+j， 依 此 类 推 ， 直 到 第 :年 年 末 ， 账 户 余额 是 
P(I+。 如 果 用 4S 来 表示 账户 中 的 总 额 ， 那 么 我 们 可 以 得 到 公式 : 


S= Pd+ 六 () 
这 个 公式 实际 上 是 一 切 财务 计算 的 基础 ， 常 被 用 在 银行 存款 、 贷 款 、 
抵押 和 养老 金 等 多 种 业务 的 计算 上 。 


有 些 银行 在 一 年 内 并 非 只 计 一 次 利息 ， 而 是 计算 好 几 次 。 例 如 ， 如 
果 一 家 银行 的 复 利 存 款 年 利率 是 $%， 每 半年 结算 一 次 ， 那 么 银行 就 会 将 
年 利率 的 一 半 称 为 期 利率 。 因 此 , 一 年 内 100 元 的 本 金 以 复 利 计算 了 两 次 ， 
每 次 的 利率 是 2.3%， 那 么 总 金额 就 增长 为 100x1.025*， 也 就 是 105.062 5 
元 ， 比 年 利率 也 为 5% 的 一 年 一 次 的 复 利 存款 多 了 6 分 钱 。 

在 银行 业 有 人 发 现 了 各 种 复 利 计算 的 规律 , 不 管 是 一 年 期 、 半 年 期 、 
三 月 期 、 一 周期 ， 甚 至 一 天 期 。 假 设 一 年 内 银行 计算 复 利 的 次 数 是 z， 那 
么 按照 常规 银行 会 把 年 利率 除 以 z 作 为 每 次 结算 的 利率 ， 也 就 是 mr。 在 ! 
年 内 ， 银 行 会 结算 at 次 ， 这 样本 金 P 在 年 内 将 增长 为 : 

S = PE+7F/ 了 2 (2) 
显然 式 (是 式 (2) 在 呈 =1 时 的 特例 。 

比较 一 年 内 相同 本 金 、 相 同年 利率 但 不 同 结算 次 数 所 获得 的 收益 非 
常 有 意思 。 还 是 用 县 体例 子 说 明 吧 , 本 金 P100, 年 利率 天 5% 也 就 是 0.05。 
此 时 手持 计算 器 能 派 上 用 场 。 如 果 计 算 器 有 乘 方 运算 功能 〈 通 常用 来 
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表示 ),， 我 们 就 可 以 用 它 直 接 得 到 我 们 想 要 的 结果 ， 和 否则 就 得 多 次 相 乘 才 
能 获得 结果 。 相 应 的 计算 结果 如 表 3-1 所 示 ， 非 常 有 趣 。 从 中 我 们 可 以 看 
出 ，100 元 的 本 金 每 天 结算 一 次 也 只 比 一 年 结算 一 次 多 了 0.13 元 ， 只 比 月 
结算 或 者 周 结算 多 了 约 0.01 元 。 所 以 选择 何 种 形式 的 存款 对 我 们 而 言 差 
别 不 大 咏 。 





表 3-1 100 元 本 金 存 一 年 期 复 利率 为 5% 时 ， 
不 同 的 结算 周期 对 存款 收益 的 影响 


结算 周期 站 1 S (元 ) 
一 年 1 0.05 105.00 
半年 2 0.025 105.06 
季度 4 0.0125 105.09 
月 12 0.004 166 105.12 
周 52 0.000 961 5 105.12 
日 365 0.000 1370 105.13 





为 了 更 深入 地 探索 这 个 问题 ， 我 们 考虑 式 (2) 的 一 个 特例 ， 即 r=1。 
也 就 是 说 ， 年 利率 是 100%， 当 然 还 没有 哪个 银行 会 司 慑 到 如 此 地 步 。 我 
们 需要 清醒 地 认识 到 ， 这 不 是 实际 情况 ， 而 是 为 了 得 到 广泛 的 数学 结论 
而 提出 的 假设 。 为 简便 起 见 ， 选 择 玉 1， 姑 1。 式 (2) 此 时 表示 为 : 
S=(L+L/" (3) 
我 们 的 主要 目的 是 研究 xz 增加 时 对 公式 (3) 的 影响 。 相 应 的 结果 如 表 
3-2 所 示 。 


芋 









表 3-2 
D (1+1/mn (1+1/m” 
1 2 100 2.704 81 
2 2.24 1 000 2.716 92 
3 2.370 37 10 000 2.718 15 
插 2.441 41 100 000 2.718 27 
S 2.488 32 1 000 000 2.718 28 
10 2.593 74 10 000 000 2.718 28 





2.691 59 
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从 表 中 可 以 看 出 ， 随 着 m 的 增加 ， 它 对 结果 的 影响 却 越 来 越 小 。 

无 论 z 为 多 少 ， 都 会 这 样 吗 ? 是 否 存在 这 人 么 一 种 情形 ; 不 管 m 怎 么 增 
大 ，(1+1/9" 的 值 只 是 趋 近 于 2.718 28。 这 一 奇妙 的 猜想 已 经 通过 数学 分 
析 被 证 明了 《 见 附 录 2)。 我 们 至 今 也 不 知道 谁 第 一 个 发 现 了 zx 趋向 于 无 限 
大 时 表达 式 (1+Lzay 的 规律 ， 所 以 发 现 这 个 后 来 用 e 来 表示 的 数 的 具体 时 
闻 至 今 仍然 是 个 谜 。 不 过 很 有 可 能 是 在 纳 皮 尔 发 明 对 数 的 17 世 纪 初 。( 目 
前 所 知 ， 在 1618 年 爱德华 对 纳 皮 尔 著 作 《 奇 妙 的 对 数 表 的 描述 》 的 第 2 
版 译 著 中 间接 引用 过 e。) 这 一 时 期 的 国际 贸易 恰好 空前 发 展 ， 各 种 金融 
业务 也 随 之 激增 。 因 此 复 利 中 的 规律 引起 了 人 们 的 注意 ， 这 也 可 能 是 常 
数 e 刚 被 认可 时 的 背景 。 然 而 在 接 下 来 的 内 容 中 我 们 还 可 以 看 到 ， 同 时 期 
的 另外 一 些 与 复 利 无 关 的 问题 也 引出 了 这 个 数字 e。 只 是 在 这 之 前 ， 我 们 
需要 关注 一 下 与 e 相 关 的 数学 运算 的 根本 : 极限 运算 。 

[本 Howard Eves,，4P Zatroatctiopr 如 轨 e sipm of Meatperaatics (1964; ITPt， 
Philadelphia: Saunders Collesge Publishing, 1983), p. 36。 

[2 Carl B. Boyer 4 Bistory of Matpernatics rev. ed. (New York': John Wiley， 
1989), p. 36。 

[3】 同上，Pp. 35。. 

[4] 当然 ， 差 值 是 与 本 金成 比例 的 。 如 果 我 们 投资 的 金额 是 100 万 元 面 不 是 
100 元 ， 那 么 按 年 复 利 计算 时 第 一 年 年 底 的 总 金额 就 变 成 了 1 050 000 元 ， 相 比 于 
每 日 复 利 应 得 的 收益 1 051 267.50 元 ， 整 整 少 了 1 267.50 元 。 所 以 ， 富 有 总 是 有 优 
势 的 。 





知 板 距 存在 ， 则 这 之 


4 我 曾 看 到 一 个 数 在 变 得 无 限 大 后 从 正 跳 变 为 抽 ， 如 金星 凌 : 
:日 那 般 。 我 亲眼 所 见 ……: 只 是 那 是 在 晚餐 后 ， 我 任 它 远 去 了 。 “ 





温 斯 顿 。 丘 吉尔 , 《我 的 早年 生活 》(1930) ; 

乍 一 着 ， 表 达 式 (1+Lm7 "在 很 大 时 的 规 德 确 实 很 令 人 人 费解。 如果 我 
们 只 考虑 表达 式 中 的 底数 1+1m， 当 z 增 大 时 1m 越 来 越 接 近 0， 因 此 1+1m 
越 来 越 接近 1， 但 始终 比 1 大 。 所 以 我 们 可 能 会 得 出 这 样 的 结论 ， 汝 指 数 z 
非常 大 时 《〈 不 管 “ 非 常 大 ”是 多 大 )， 无 论 是 出 于 何 种 目的 ，1+1m 都 可 
以 用 1 来 代替 。 而 1 的 任意 乘 方 都 等 于 1， 所 以 表达 式 (t+Lej" 在 za 非常 大 时 
应 该 接近 于 1。 但 如 果真 是 这 样 ， 就 没有 必要 继续 讨论 这 个 话题 了 。 

从 另 一 个 角度 来 考虑 。 我 们 知道 当 底 数 比 1 大 时 , 相应 的 赛 会 随 着 指 
数 的 增加 而 增加 。 由 于 1+L/z 总 是 比 1 大 ， 我 们 又 可 能 会 得 出 如 下 结论 : 
当 ?z 很 大 时 ，(1+17o)" 的 值 可 以 无 限 增 大 ， 即 趋向 无 穷 大 。 如 果 识 是 这 样 ， 
我 们 的 故事 又 可 以 结束 了 。 

上 述 两 种 推理 存在 明显 的 漏洞 ， 因 为 依据 上 述 方法 我 们 不 难得 到 两 
种 不 同 的 结果 : 1 和 无 穷 大 。 在 数学 上 ， 不 管 采 用 怎样 的 方法 ， 任 何 有 效 
的 数值 运算 的 最 终结 果 都 应 当 是 相同 的 。 例 如 ， 计 算 表 达 式 2x(3+4) 时 ， 
可 以 先 把 3 和 4 相 加 得 7， 然 后 乘 以 2， 也 可 以 将 3 和 4 分 列 乘 以 2 然后 相 加 。 
两 种 计算 方法 的 结果 都 是 14。 那 么 ， 为 什么 对 (1+17may" 会 得 到 两 种 不 同 的 
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结果 呢 ? 

问题 出 在 “有 效 ” 二 字 上 。 在 采用 两 种 方法 计算 表达 式 2x(3+4) 时 ， 
我 们 实际 上 道 循 了 代数 学 中 的 分 配 律 ， 也 就 是 说 对 于 任意 的 三 个 数 x、 和 六 
z， 表 达 式 xxOr+z)F-xxyHxxz 始终 成 立 。 等 式 从 左 至 右 的 运算 是 有 效 的 。 
举 个 无 效 运算 的 例子 ，V(9+16)=3+4=7 ， 这 是 刚 学 习 代数 的 学 生 常 犯 的 
错误 。 错 误 的 原因 是 开 方 运算 并 不 适用 分 配 律 。 这 个 算式 唯一 的 解法 是 
先 将 根 号 下 的 两 个 数 相 加 ， 然 后 再 进行 开 方 运算 : (9+16) = V25 = 5 。 
我 们 对 表达 式 (1+l/p?" 的 处 理 也 是 无 效 的 ， 因 为 我 们 搞 错 了 数学 分 析 中 最 
基本 的 一 个 概念 ， 极限 。 

当 我 们 说 序列 wa, oa, aa， 在 x* 趋 于 无 穷 大 时 趋 于 极限 值 志 
时 ， 意 味 着 随 着 * 的 逐步 增 大 ,序列 中 的 项 与 数 ! 越 来 越 接 近 。 换 句 话说 ， 
通过 选择 足够 大 的 z， 我 们 可 以 使 ax 与 Z 之 间 的 差 〈 用 绝对 值 表 示 ) 尽 可 
地 小 。 例 如 ， 序 列 1 1/2，1/3,，L/4… 的 通 项 是 ao=1Im。 随 着 m 的 增 大 ， 
序列 中 的 项 越 来 越 接近 0。 也 就 是 说 ， 如 果 我 们 选择 足够 大 的 ma，L 和 极 
限 值 0 之 闻 的 差 〈 也 就 是 lm ) 可 以 变 得 任意 小 。 例 如 ， 如 果 要 让 la 比 1/ 
1 000 小 ， 只 需要 使 z 比 1 000 大 即 可 ; 如 果 要 让 1m 比 11 000 000 小 ， 只 需 


要 使 z 比 1 000 000 大 即 可 ，……… 。 这 种 现象 可 以 表述 为 ， 随 着 z 的 无 限 增 
大 ，1/A 趋 近 于 0， 记 作 xz 一 co 时 1 一 0， 或 者 简单 表示 为 ， 

lim 寺 一 

力 一 9 也 


1 
需要 特别 指出 的 是 :表达 式 ]mm 一 = 0 表示 的 是 在 n 一 oo 时 1 的 值 趋 近 


Po 再 
于 0， 而 不 是 说 1 本 身 将 会 等 于 0 一 一 事实 上 ， 它 永远 也 不 会 等 于 0。 这 
也 是 极限 概念 的 本 质 :， 序列 中 的 数 可 以 无 限 接近 于 极限 值 ， 但 永远 也 无 
法 与 之 相等 。 癌 
对 序列 1/z 而 言 ， 它 的 极限 是 可 想 而 知 的 。 但 在 许多 情况 下 ， 并 不 能 
一 下 子 知晓 极限 值 是 多 少 ， 甚 至 无 法 确定 是 否 存在 极限 值 。 例 如 ， 序 列 
in=(2z+1)WG3z+4) 在 二 12,3… 时 的 项 分 别 是 3/7, 5/10, 7/13, …， 当 m 一 oo 时 
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ar 趋 近 于 极限 值 2/3。 这 可 以 通过 将 分 子 分 母 分 别 除 以 z (得 到 等 价 的 表达 
式 awr-(2+17)3+4/0)》 看 出 来 。x 一 co 时 ，12 和 4/m 均 趋 近 于 0， 从 而 整个 
表达 式 趋 近 于 2/3。 但 对 于 序列 w=(2z2+13a+4) 来 说 ， 值 分 别 为 3/7, 9/10， 
19/13, …， 当 “一 oo 时 表达 式 的 值 可 以 无 限 增 大 。 这 是 因为 巡 项 会 导致 分 
子 比 分 母 增长 得 快 。 这 种 情形 可 以 表示 为 lma, =o ， 尽 管 严格 来 讲 此 序 
列 并 不 存在 极限 值 。 如 果 存 在 极限 ， 那 它 必 须 是 一 个 确定 的 实数 ， 而 无 
穷 大 的 数 不 是 实数 。 

几 个 世纪 以 来 , 数学 家 们 以 及 哲学 家 们 都 对 无 穷 大 的 概念 非常 好 奇 。 
有 一 个 数 比 所 有 的 数 都 大 ? 如 果 是 这 样 的 话 , 那个 “ 数 ” 究竟 会 多 大 了 呢 ? 
我 们 可 以 像 对 普通 的 数 那 样 对 它 进 行 计算 人 么 ? 而 在 微观 方面 ， 我 们 把 一 
个 量 《 比 如 说 一 个 数 或 者 一 条 线 ) 不 断 地 分 割 为 微小 的 量 ， 最 终 可 否 会 
得 到 一 个 不 可 再 分 的 量 ， 成 为 数学 上 的 原子 ? 类 似 的 问题 困扰 着 
2000 多 年 以 前 古 埃及 时 期 的 哲学 家 们 ， 也 困扰 着 现代 的 人 们 。 人 们 依然 
在 努力 寻找 基本 粒子 ， 一 种 难以 捉摸 的 万 物 之 源 。 

从 二 面 的 例子 可 以 看 出 ， 我 们 不 能 把 无 穷 大 符号 当做 普通 的 数 。 
例如 ， 如 果 我 们 将 mo 代入 表达 式 (2z+ly3n+4) ， 我 们 就 得 到 
(2co+D/3co+4)。 而 oo 的 倍数 仍然 是 ， 一 个 数 与 的 和 也 仍然 是 ， 于 是 
我 们 就 得 到 co/ce。 如 果 o 是 一 个 普通 的 数 ， 根 据 算 术 运 算 的 基本 法 则 ， 表 
达 式 的 结果 就 是 1。 但 是 如 我 们 前 面 所 推算 的 那样 ， 它 并 不 等 于 1， 而 是 
2/3。 试 图 “计算 ”co-o 时 也 会 出 现 类 似 的 情况 。 人 们 很 容易 这 样 认为 ; 
由 于 一 个 数 减 去 它 本 身 的 结果 为 0, 所 以 oo-oo=0。 从 表达 式 1xz-[(cosx)/t 
可 以 看 出 这 个 结论 是 不 对 的 , 这 里 “cos” 是 三 角 学 中 的 余弦 函数 。 当 xz->0 
时 ， 表 达 式 中 的 两 项 均 趋 向 于 无 穷 大 ， 但 只 要 有 一 点 三 角 学 基础 ， 就 可 
以 证 明 上 述 表 达 式 趋 近 于 极限 1。 

类 似 于 oo/oo 或 c-oo 的 表达 式 通 常 被 称 为 “不 定式 ” 这 一 类 的 表达 式 
并 没有 国定 的 值 ， 而 是 通过 极限 运算 所 得 。 打 个 不 恰当 的 比方 ， 任 何不 
定式 都 在 两 个 数 之 间 “ 挣 扎 ” 一 方面 要 努力 变 大 ， 而 另 一 方面 却 极力 变 
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小 。 最 终结 果 往 往 取 决 于 极限 运算 的 精度 。 数 学 中 常见 的 不 定式 有 0/0、 
oo/co、0xco、oo-~oo、00、oo0 和 1"”， 而 (1+1o?" 属 于 最 后 一 种 形式 。 

在 不 定式 表达 式 中 ， 只 是 熟练 地 掌握 代数 并 不 一 定 能 够 得 到 极限 运 
算 的 最 终结 果 。 当 然 ， 我 们 可 以 用 计算 器 或 者 计算 机 来 对 很 大 数值 的 z 
(例如 105 或 者 102) 进行 计算 。 但 这 人 么 做 也 只 能 得 到 与 极限 值 相关 的 参考 
值 ， 我 们 并 不 能 确定 当 z* 进 一 步 增 大 时 这 个 值 的 精确 度 。 这 种 推理 方式 强 
调 了 数学 与 其 他 经 验 性 学 科 或 观测 证 据 《〈 比 如 物理 和 天 文学 ) 的 本 质 区 
别 。 在 这 类 学 科 中 ， 如 果 一 个 结果 是 从 大 量 的 实验 数据 中 得 到 的 ， 那 么 
它 就 可 以 被 认为 是 符合 自然 规律 的 ， 比 如 在 容积 一 定时 气体 的 温度 与 压 
力 之 间 的 数学 关系 。 

一 个 经 典 的 例子 就 是 万 有 引力 定律 。 万 有 引力 定律 由 艾 萨 克 。 牛顿 
《Isaac Newton) 发 现 并 在 他 的 著作 《自然 哲学 的 数学 原理 》(CPHpilosoppiae 
Hatz7zalis pripncipia atpenaatica，1687) 中 详细 曾 述 。 这 一 定律 描述 了 这 
么 一 个 规律 : 任何 两 个 物体 之 间 《〈 比 如 说 太阳 与 围绕 着 它 的 行星 之 间 ， 
或 者 桌面 上 的 两 个 小 纸 片 之 间 ) 都 存在 引力 ， 且 引力 和 两 个 物体 质量 
的 乘积 成 正比 ， 而 和 它们 之 间距 离 〈 更 准确 地 讲 ， 是 两 个 物体 质心 之 
闻 的 臣 离 ) 的 平方 成 反比 。 该 定律 在 随后 的 两 个 多 世纪 内 都 是 经 典 物 
理学 的 基础 ， 而 每 个 天 文 观 测 结果 都 验证 了 这 一 规律 ， 这 也 使 得 它 现 . 
在 依然 是 计算 行星 和 卫星 的 轨道 的 理论 基础 。 牛 顿 的 方 有 引力 定律 直 
到 1916 年 才 被 爱 因 斯 坦 的 相对 论 所 蔡 代 .。( 这 两 个 定律 的 唯一 区 别 体 
现在 质 体 质量 特别 大 而 运动 速度 接近 于 光速 时 。) 迄今 为 止 ， 牛 顿 定 
律 和 其 他 任何 物理 规律 都 不 能 用 纯粹 的 数学 语言 来 证 明 。 数 学 证 明 是 
严谨 的 逻辑 推理 链 ， 所 有 的 分 支 都 来 自 于 少数 几 个 最 初 的 假设 〈 也 就 
是 公理 ?， 并 且 严 格 遵守 数学 逻辑 。 也 只 有 这 样 的 推导 链 才 会 形成 一 
个 有 效 的 数学 定律 ， 即 定理 。 除 非 所 有 这 些 条 件 都 满足 ， 和 否则 任何 关 
系 式 都 不 能 成 为 定律 , 不 管 它 被 多 少 次 观测 所 证 明 ; 它 可 以 被 称 为 “ 假 
设 ” 或 “猜想 ”， 并 得 到 各 种 各 样 试验 性 的 结果 ， 但 没有 任何 数学 家 
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会 因此 而 妄 下 结论 。 

从 上 一 章 可 以 看 出 ， 对 于 非常 大 的 z 值 ， 表 达 式 (1+1/zj7 的 极限 值 似 
乎 是 2.718 28。 但 为 了 确定 这 一 极限 值 〈 或 者 首先 证 明 极限 存在 )， 我 们 
必须 使 用 其 他 方法 而 不 是 仅仅 计算 各 个 值 。( 此 外 ， 随 着 z 的 增 大 ， 计 算 
的 难度 也 越 来 越 大 ， 我 们 必须 对 指数 运算 取 对 数 。) 所 幸 的 是 ， 用 二 项 式 
公式 可 以 证 明 。 

二 项 式 就 是 包含 有 两 项 之 和 的 表达 式 , 我 们 通常 将 其 表示 为 atp。 在 基 
础 代数 学 中 我 们 学 到 的 一 个 基础 知识 就 是 计算 二 项 式 的 逐个 乘 方 ， 也 就 是 
将 表达 式 (ar2jy 展 开 , 其 中 z 王 0, 1 2, …。 让 我 们 把 开始 几 项 的 展开 式 列 出 来 : 


(a+B) 一 1 
(a+ 人 := ax 
(a+ 有 2 一 CT2CB+B 


(a+B7 一 c++3a25-H3aD 二 了 
(Ga+ 站 全 4038+6a2824023 二 8 
从 这 少数 几 个 例子 中 我 们 不 难 总 结 出 其 中 的 规律 : (e+ 四 的 展开 式 中 
含 r+1 项 ， 每 一 项 的 形式 是 ai 一 妨 ， 其 中 导 0, 1,2, …,m。 所 以 从 左 到 右 ， 
a 的 指数 依次 从 z 递 减 到 0 (最 后 一 项 可 以 写成 4 加 )， 而 b 的 指数 则 依次 从 0 
递增 到 m。 而 各 项 的 系数 (电大 是 所 间 的 一 有 式 系数 ) 则 构成 等 腰 三 角形 ; 


这 一 三 角形 被 称 为 帕斯卡 (杨辉 " ) 三 角形 ， 以 法 国 哲 学 家 和 数学 家 


人 13 世 纪 中 国 宋 代数 学 家 杨辉 在 《详解 九 章 算术 》 里 讨论 过 一 种 二 项 式 系 数 在 三 角形 
中 的 几何 排列 数 表 ， 并 说 明 些 表 引 自 11 世 纪 前 半 叶 页 宪 的 《 释 锁 算术 》， 因 此 又 称 
为 杨辉 三 角形 或 页 宪 三 角形 。 译 者 注 
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布 莱 士 。 帕斯卡 〈Blaise Pascal，1623 一 1662) 的 名 字 命名 ， 他 曾 在 他 的 
概率 论 中 使 用 过 这 一 三 角形 〈 而 该 三 角形 本 身 的 发 现 则 要 早 得 多 ， 见 图 
4-1、 图 4-2 和 图 4-3)。 在 这 个 三 角形 中 ， 每 个 数 都 是 上 一 行 其 左 和 右 相 邻 
两 个 数字 之 和 。 例 如 第 五 行 的 数字 1、4、6、4、 1， 岗 分 别 由 第 四 行 数 按 
照 这 样 的 规律 得 到 的 : 


人 VANWAAN 


《注意 ， 这 些 系 数 是 左右 对 称 的 。) 


Cebefdber necbimYVoclfthberfprad nr 
geblfcic， Sord Petcrbm 21pian 区 


认 Von 上 ynICE 人 了 ronommer 
SR， 3 王 Jngolfiac Oroimay 主人 少 
Verferrigcr。 





图 4-1 出 现在 侯 特 鲁 斯 。 阿 皮 亚 努 斯 (Petrus Apianus) 的 数学 
专著 首页 的 帕斯卡 三 角形 〈 因 戈 尔 施 塔 特 ，1527) 


第 4 章 若 极限 存在 ， 则 达 之 | 33 


上 面 是 对 运用 帕斯卡 三 角形 寻找 二 项 式 系数 的 回顾 ， 如 果 要 计算 某 
个 数 ， 必 须 首 先 计 算出 其 上 所 有 行 ， 而 这 一 计算 花费 的 时 间 会 随 着 xz 的 雯 
加 而 变 得 越 来 越 长 。 幸 运 的 是 ， 有 一 个 公式 可 以 让 我 们 得 到 想 要 的 系数 
而 不 需要 依赖 帕斯卡 三 角形 。 如 果 将 ao"- 志 的 系数 表示 为 *Cks， 那 么 : 

开 】 
Ce 有 (D) 

其 中 刀 叫 做 z 的 阶 磁 ,表示 1x2x3x…xz 。 开 始 的 几 项 妇 分 别 是 1I=1、 
2I=-1x2=2 、3I=1x2x3=6 和 4IF=1x2x3x4-24 《与 此 同时 ， 我 们 还 定义 
0=1)。 以 表达 式 (car2y 的 展开 式 为 例 ， 我 们 将 上 面 的 一 公式 应 用 到 其 中 ， 得 
到 相应 的 系数 4C,=4V(OIx40=1、44C =4WLIx3D=1x2x3x4(1x2x3)=4 、 
“C,=42!Ix20=6 、4C;=4V(G3Ix10-4 和 4C,=4V(4tx00=1， 这 些 都 与 帕 斯 
卡 三 角形 中 的 第 五 行 完全 一 致 。 


O 〇 
SSe 

加 一 日 
有 cs 起 
计时 
方 让 


二 
( 汉 

四) 
浊 三 
3 
和 加 


司 
印 
0 

” 费 
0 
图 
品 虽 
名 
打 五 


一 一 ~ 
到 过 
SEE 运 
-一 一 
Ce 


人 


EE 


空 
- 斌 
3 形 怠 : 共 亲 33 本 大 


人 3 牙 全 
忆 尝 洲 臣 Sew 
一 六 泪 天 3h 
局 3 中油 
办 


mt 寺 


AR 一 人 3 


图 4-2 ”1781 年 帕斯卡 三 角形 出 现在 一 份 日 文 的 文献 中 
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nan NONT mn 





5omen Smmoy brmag mp noDD 0522 m2202n0 mmeb 症 * PnD 

PE 人 SS nm 必 zt5 (Ion 3 zcwwro2 ) SP 

(30 入 yaHppP ) Sn3 DVPn 7 (用 入 bib325 ) 
Pieaai2Dp 全 Re 


3-R (1 05 力 09033620 SN 这 .52 8 

23TSRER (3 坊 PiDDsy 0 人 ,2 sk 

4 一 一 5 No322 047 
3 0 RSR (5 000p9 3 oo 入 5p3 yp2) 站 号 天 站 

43-53R4 Li R6- 3 NA (和 usRDD 2yF2N322 ，0PD 

FRRTOITESRRIOTORSTYR 15 900000192) 9 ， 9027D 5 SS 
-3 SFD) 39 5 9 977D 和 9 
5820 1153 86 (6 bm 7P D95VD 9090 9 Pi57p5 575 允 5 
2 3 3DD 221， PPPD 95331D 3D 1 72 





图 4-3 ”表达 式 (a+ 记 nz 在 zi=1, 2, 3, …，6 时 的 展开 式 ， 出 现在 一 本 由 
Hayim Selig Slonimski 所 著 的 希 伯 来 语 代数 书 〈 维 尔 纽 斯 ， 
1834) 中 。 和 希 伯 来 文 所 表述 的 公式 应 当 从 右 向 左 看 


在 ”为 正 整数 的 情况 下 , 二 项 式 公式 可 以 非常 容易 地 用 数学 归纳 法 证 
明 ; 如 果 公 式 在 2=m 的 时 候 成 立 ， 那 么 公式 在 z=m+l 的 时 候 也 成 立 ， 当 然 
z=1 时 ，(c+ 纺 =atb 是 显而易见 的 。 注 意 一 下 ，(a+b" 的 展开 式 最 终 应 当 
正好 是 z+1 项 。 在 第 8 章 中 我 们 将 会 提 到 牛顿 的 第 一 项 伟大 成 就 ， 那 就 是 
将 这 一 公式 扩展 到 "为 负 整数 以 及 分 数 的 情形 。 在 这 种 情况 下 ， 展 开 式 涉 
及 无 穷 大 问题 。 

公式 (D) 还 可 以 写成 如 下 形式 : 
2 0) 

这 是 因为 l=1x2x3x…xP 而 (2 和 1=1x2x3x…x(2- 旭 ， 所 以 (TU 
式 分 子 与 分 母 中 从 1 到 (z- 有 的 数 都 可 以 相 消 ， 而 只 剩 下 
Hzx(z-Dx(2-2)x…x( 一 大 +lD 。 记 住 公式 (2)， 我 们 就 可 以 将 二 项 式 公 
式 应 用 到 表达 式 4+1/ 太 "中 。 令 a=1，85=12， 则 可 以 得 到 


“CC 
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[5 引 -人 人 
天 天 21 天 


+ 全] 
31 到 7 


经 过 一 些 简单 的 消减 ， 上 式 就 简化 为 


[3 =1+1+ 全 4 志 了 工 (3) 
天 21 





十 一 -一 -一 二 -一 一 一 二 十 十 
31! 7 


既然 要 求解 (+1/ 砂 "在 2 一 oo 时 的 极限 值 ， 那 么 我 们 就 必须 让 xz 无 
限 增 大 ， 这 样 展开 式 就 会 有 越 来 越 多 的 项 。 同 时 表达 式 中 括号 内 的 项 都 

会 趋 近 于 1， 因为 在 zz 一 oo 时 ， 1/2，2/2 … 的 极限 都 是 0。 因此 有 
im 全 ] -1 二 + 二 (4) 

To 有 21 3! 
需要 额外 补充 的 是 , 即使 有 上 述 结 果 也 不 足以 证 明 想 要 的 极限 值 确实 
存在 〈 完 整 的 证 明 过 程 见 附录 2)， 但 现在 我 们 暂且 认为 它 存在 。 将 这 一 极 
限 值 用 字母 e (关于 此 字母 的 其 他 选择 将 会 在 后 面 提 及 ) 表示， 那么 会 有 
e -2+ 工 + 工 - 工 + (3) 
2! 3! 4! 

现在 不 仅 计 算 这 一 无 穷 级 数 中 的 项 并 将 它们 相 加 变 得 非常 简单 ， 更 


重要 的 是 ， 与 直接 计算 (14 的 和 相 比 , 它们 的 和 能 更 加 快速 地 接近 极 


限 值 。 这 一 无 穷 级 数 开始 几 项 的 和 分 别 是 


2 一 2 

2+1/2= 2.5 
2+1/2+1/6= 2.666… 
2+1/2+1/6+1/24= 2.708 333…* 
2+1/2+1/6+1/24+1/120= 2.716 6606… 
2+1/2+1/6+1/24+1/120+1/1720= 2.718 0535 3… 


2+1/2+1/6+1/24+1/120+11720+1/S040 = 2.718 25S3 968… 
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我 们 可 以 看 到 每 个 和 式 中 的 项 都 在 急剧 地 减 小 《因为 每 项 分 母 中 的 
刀 在 急剧 增 大 )， 因 而 序列 迅速 收 仿 。 此 外 ， 由 于 每 项 都 是 正 数 ， 所 以 收 
敛 过 程 是 单调 的 : 每 新 加 入 一 项 都 会 使 我 们 更 接近 于 极限 值 (这 与 各 项 
正 负 交 共 的 序列 是 不 同 的 )。 这 些 因素 在 证 明 lim(l+1/ 了 "存在 的 过 程 中 
起 着 非常 重要 的 作用 。 不 管 如 何 ， 让 我 们 承认 e 大 约 等 于 2.718 28， 并 且 
可 以 通过 与 序列 中 更 多 项 的 相 加 而 达到 我 们 想 要 的 精度 。 


RaocASAUAon on soeAaa22 


和 人 人 
习 六 
; 注 解 
入 
入 站 
站 人 


[我 们 排除 了 两 种 情况 ， 一 是 序列 中 所 有 项 都 相等 ， 二 是 我 们 人 为 地 插入 
了 极限 值 作为 序列 中 的 一 项 。 当 然 ， 对 于 这 两 种 情况 ， 极 限定 义 依然 成 立 。 
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一 些 与 6 有 关 的 奇 她 的 数 


e =10.065 988 036.…. 1 
欧 拉 证 明了 如 果 * 在 e*(=1/ee) 和 et 之 间 ， 表 达 式 入 ”指数 项 的 个 数 趋 ， ， 
， 


于 无 穷 大 时 ， 这 个 表达 式 趋向 于 一 个 极限 值 。 品 


e ”= 0.207 879 576.. 

欧 拉 在 1746 年 证 明 ， 人 (其 中 i= V-1 ) 有 无 限 多 个 值 ， 它们 都 是 
实数 ， 可 表示 为 : ec) ， 其 中 = 0 士 1 士 2,. 。 这 些 数 中 最 重 
要 的 一 个 是 e (在 大 -0 遇 的 全 7 





， 





ly/e= 0.367 879 441.. 。 
这 是 表达 式 (7 有 "在 凡 _y 时 的 极限 值 。 这 个 数 常用 来 计算 指数 函数 
》=e “衰减 的 速率 。 在 1= 1/a 时 有 ) = er = LI/e 。 这 个 数 还 出 现在 尼 古 ， 


拉 斯 。 伯 努 利 《Niclaus Bernoulli) 提出 的 “ 错 放 信封 ”问题 中 ， 如果 要 ， 
将 z 封 信 放 入 xz 个 写 有 地 址 的 信封 中 ， 那 么 每 -- 封 信 都 放 错 的 概率 是 多 少 ， 
昵 ? 当 )-_> oo ， 概 率 接近 于 1/e 。 吕 ， 
ele =1.444 667 861.… ， 
这 是 施 泰 纳 〈Jakob Steiner) 问题 的 解 ， 函 数 》= xx = 太 可 以 达到 的 最 ， 
大 值 ， 这 在 *=e 的 时 候 可 得 。 四 ， 


ER 


878/323=2.718 266 254.…. 
这 是 通过 小 于 1000 的 整数 所 能 得 到 的 最 接近 于 e 的 有 理 数 。 中 这 非常 便于 记 
忆 ， 并 让 人 想起 另 一 个 关于 r 的 有 理 近 似 值 3$SS/113=3.141 S92 92 …。 


ee 一 2.718 281 828… 
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| 它 是 自然 对 数 〈 尽 管 没 有 历史 证 据 ， 自 然 对 数 也 被 称 为 纳 皮 尔 对 数 ) 的 


底数 ， 也 是 7 一 oo 时 (+l/m1" 的 极限 值 。 但 其 中 重复 的 数字 部 分 1828 是 
一 个 误解 ， 因 为 e 是 一 个 无 理 数 ， 它 的 位 数 是 无 限 的 ， 而 且 其 中 也 不 存在 
循环 的 部 分 。 欧 拉 在 1737 年 证 明 e 是 无 理 数 。 挨 和 尔 米 特 〈《Charjes Hermite) 
先生 1873 年 证 明了 e 古 超越 数 , 即 它 不 能 由 系数 为 整数 的 多 项 式 方 程 求解 
而 得 。 

对 数字 e 的 几何 理解 可 以 有 好 几 种 方式 。 在 * 的 区 闻 为 (-co 时 ， 曲 
. 线 y= 电 与 寺 轴 构成 的 区 域 的 面积 等 于 e， 这 和 点 x=1 处 的 斜率 相等 。 而 
双 曲 线 y= 1 在 x 的 区 间 为 (Le) 时 与 x 轴 构成 区 域 的 面积 等 于 1。 
e+T= 和 .839 874 482.…. 
ex 开 一 8.339 734 223…. 
这 两 个 数 很 少 出 现在 应 用 中 ， 而 且 也 不 确定 它们 是 代数 的 还 是 超越 的 。8 


区 


和 


本 全 这 于 
二 


2 
有 


e* =15.154 262 24…. 
至 今 还 不 清楚 这 个 数 是 代数 的 还 是 超越 的 。“ 


e =22.459 157 72… 
至 今 还 不 清楚 这 个 数 是 代数 的 还 是 超越 的 。" 


er = 23.140 692 63… 
， 格 尔 丰 德 〈Alexandr Gelfbnd) 在 1934 年 证 明了 这 个 数 是 超越 的 。 四 


和 


es 
SS 


es =3 814 279.104… 
注意 这 个 数 比 拓 大 多 少 。 而 下 一 个 数 e” 的 整数 部 分 有 1 656 521 位 数 。 


另外 还 有 两 个 与 es 有关 的 数 。 
7 = 0.577 215 664…. 
这 个 数 是 用 希 且 字 母 表示 的 ， 也 称 为 欧 拉 常数 。 它 是 z -oo 时 表达 式 
，1+11I+L/2+1/3+1/4+…+I/A2- 芭 z 的 极限 值 。1781 年 ， 欧 拉 将 它 的 结 


全 
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果 计算 到 小 数 点 后 面 16 位 。 事 实 上 这 一 极限 的 存在 意味 着 ， 尽 管 调和 级 ， 
数 141/1+1/2+1/3+1/4+…+1z 在 mn->oo 时 发 散 ， 但 它 与 np 之 间 的 ， 
差 却 接近 于 一 个 常数 值 。 有 目前 我 们 还 无 法 得 知 > 是 代数 的 还 是 超越 的 ， 
甚至 都 不 清楚 它 是 有 理 数 还 是 无 理 数 。 辣 


in 2=0.693 147 181…. 

这 是 正 负 交 蔡 的 调和 级 数 1-1/2+1/3-1/4+-… 的 极限 值 ， 是 麦 卡 托 
(Nicolas Mercator) 序列 (1+=X-- 和 /12+ 姑 13-24714+--… 在 x=1 时 
的 结果 。 它 是 以 为 底 得 到 2 时 必需 的 指数 项 ，ef 人 一 2 。 
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区 人 人 


: “吉林 说 我 看 得 ( 比 体 和 等 5 卡 儿 】 更 远 ， 那 是 因为 我 站 在 了 ， 
: 巨人 的 肩膀 上 。， 
: 十 上 对 罗伯特 。 训 更 说 


伟大 的 发 明 通常 可 以 分 为 两 类 : 一 类 来 自 于 某 个 人 的 奇 思 妙 想 ， 如 
同 黑夜 里 的 一 道内 电 ; 更 多 的 则 是 几 十 年 甚至 几 百 年 来 许多 智者 逐步 认 
知 感悟 ， 最 终结 出 的 硕果 。 对 数 的 发 明 属于 前 者 ， 而 微 积分 则 属于 后 者 。 

人 们 通常 认为 微 积 分 是 由 牛顿 与 戈 特 弗 里 德 。 威 廉 。 莱 布 尼 欧 
(Gottfried Wilhelm Leibniz，1646 一 1716) 在 1665 年 至 1675 年 闻 创 立 的 。 
而 微 积 分 的 精 艇 思想 〈 利 用 极限 运算 得 到 与 普通 有 限 对 象 有 关 的 结果 ) 
最 初 则 来 源 于 希腊 。 因 用 军事 发 明 对 抗 罗 马 侵略 者 3 年 多 而 闻名 于 世 的 锡 
拉 丘 兹 传奇 科学 家 阿 基 米 德 〈Archimedes， 约 公元 前 287 一 前 212)， 就 是 
使 用 极限 概念 计算 各 种 平面 形状 和 立体 结构 的 面积 或 体积 的 先驱 之 一 。 
尽管 阿 基 米 德 从 未 使 用 过 “极限 ”一 词 ， 但 他 脑 中 形成 的 正 是 极限 思想 ， 
我 们 稍 后 将 给 出 理由 。 

初等 几何 中 我 们 就 学 过 如 何 计算 任 意 三 角形 的 周 长 和 面积 ， 继 而 推 
广 到 任意 多 边 形 〈 由 在 同一 平面 且 不 在 同一 直线 上 的 多 条 线段 ， 首 尾 顺 
次 连结 且 不 相交 所 组 成 的 图 形 叫 做 多 边 形 )。 但 推广 到 曲 形 结构 时 ,初等 
几何 就 无 能 为 力 了 。 以 圆 形 为 例 ， 在 开始 学 习 几 何 时 ， 我 们 就 知道 ， 半 
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径 为 了 的 圆 的 周 长 与 面积 分 别 可 以 用 公式 C = 2rr 和 4= mr 来 表示 。 但 
不 要 因 它 们 简单 的 表达 形式 而 误解 。 其 中 的 r 表 示 圆 的 周 长 与 其 直径 之 间 
的 比值 ， 是 数学 中 最 有 趣 的 数 之 一 。 它 的 一 些 性 质 直到 19 世 纪 都 没有 能 
完全 确定 ， 甚 至 时 至 今日 还 存在 一 些 登 而 未 决 的 问题 。 


”图 5-1 据 《 莱 因 德 纸 草书 》( 约 公元 前 16$0) 中 所 描述 ， 如 果 正 方形 
边 长 是 网 直径 的 849， 那 么 正方 形 面 积 与 圆 面积 相 等 


很 早 以 前 ， 人 们 就 已 经 得 到 了 精度 高 得 异乎 寻常 的 r 值 。 公 元 前 1650 
年 左右 的 埃及 数学 著作 《 菜 因 德 纸 草书 》(CRpznd Papyrws，1858 年 由 苏 格 
兰 一 位 研究 埃及 的 学 者 莱 因 德 购 得 ， 因 此 得 名 )， 记 载 着 这 样 一 段 文字 : 
如 果 正 方形 边 长 是 圆 直 径 的 8/9， 那么 正方 形 面 积 与 圆 面积 相等 (如 图 5-1 
所 示 )。 用 现代 的 数学 语言 来 表述 则 为 : 若 用 4 来 表示 圆 的 直径 ， 那 么 二 
者 面积 相等 意味 着 rd1/2) =(8d/9) ， 将 该 式 左 右 的 dz ? 约 去 就 得 到 
fr/4=64/81 ， 即 =256/81<3.160 49 罩 。 这 个 结果 相 比 于 r 的 真实 值 
(3.141 S9， 精 确 到 小 数 点 后 $ 位 ) 只 有 0.6% 的 误差 ， 这 对 近 4000 年 前 所 完 
成 的 结果 而 言 已 经 是 当 了 不 起 的 精度 了 。 乌 

在 成 百 上 千年 中 ， 出 现 了 许多 版 本 的 r 值 。 但 回溯 到 十 希腊 时 代 ， 所 
有 的 r 值 都 来 自 于 实验 ， 他们 精确 测量 圆 的 周 长 和 直径 ， 并 将 二 者 相 除 。 
而 阿 基 米 德 则 首先 提出 了 用 一 种 对 数 的 数学 方法 〈 而 非 实验 方法 ) 得 到 
任何 精度 的 r 值 。 
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阿 基 米 德 的 想法 是 在 一 个 圆 中 内 接 一 系列 边 长 越 来 越 大 的 正 多 边 形 
(在 正 多 边 形 中 ， 所 有 的 边 长 都 是 相等 的 ， 而 且 所 有 内 角 也 是 相等 的 )。 
每 个 正 多 边 形 的 周 长 都 比 圆周 长 略微 小 一 点 ， 但 增加 正 多 边 形 的 边 数 会 
使 多 边 形 逐 步 向 圆 靠 拢 〈 如 图 $-2 所 示 )。 通 过 计算 多 边 形 的 周 长 和 圆 直 
径 之 间 的 比值 ， 我 们 就 能 够 得 到 r 的 近似 值 了 ， 而 这 一 近似 值 的 精度 可 以 
通过 增加 多 边 形 的 边 长 数 来 提高 。 由 于 我 们 假设 的 多 边 形 都 是 在 圆 内 的 ， 
所 以 现在 这 种 方法 所 得 到 的 近似 值 将 会 比 x 的 真实 值 小 一 点 。 于 是 阿 基 米 
德 反复 了 计算 了 另外 一 种 圆 有 外 切 多 边 形 的 情形 《〈 如 图 $-3)， 并 由 此 得 
到 了 一 系列 比 r 真 实 值 略 大 的 近似 值 。 给 定 了 边 长 数 ，r 的 起 实 值 就 被 圈 
定 在 那 略 大 的 值 和 略 小 的 值 之 间 。 不 斯 增 大 边 长 数 ， 被 圈定 的 区 域 就 越 
来 越 小 ， 像 老虎 铀 钳 口 那样 越 缩 越 小 ， 直 至 符合 我 们 的 精度 要 求 。 分 别 
采用 内 接 和 外 切 的 正 九 十 六 边 形 《〈 这 是 由 阿 基 米 德 从 六 边 形 开始 逐步 使 
多 边 形 边 数 加 倍 所 得 )， 他 计算 出 r 的 真实 值 介 于 3.140 3 和 3.142 71 之 间 ， 
这 一 精度 直到 现在 都 可 以 满足 大 部 分 实际 应 用 的 需求 。 乌 如 果 我 们 能 够 
用 一 个 正 九 十 六 边 形 外 切 直径 为 12 英 寸 的 球体 的 庆 道 部 分 ， 多 边 形 在 球 
体 表面 的 那些 夹 角 几 乎 看 不 出 来 。 


图 5-2 ” 正 多 边 形 与 圆 内 接 
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人 
SN 二 


图 $-3” 正 多 边 形 与 图 外 切 


阿 基 米 德 的 成 就 是 数学 史上 重要 的 里 程 碑 ， 但 他 并 没有 满足 于 此 。 
他 同时 还 对 另外 一 种 常见 的 图 形 感 兴趣 一 一 抛物 线 。 矢 向 天 空 抛 出 一 个 
石 块 ， 它 的 运动 轨迹 就 可 以 近似 看 做 一 条 抛物 线 。 如 果 石 头 在 运动 过 程 
中 不 受 其 他 阻力 〈 如 空气 阻力 ) 影响 ， 那 么 它 的 轨迹 就 是 一 条 抛物 线 。 
抛物 线 有 大 量 应 用 ， 例 如 现代 通信 使 用 的 吸盘 天 线 中 就 有 一 个 抛物 型 剖 
面 ， 和 汽车 前 灯 中 银色 的 反光 部 分 类 似 。 阿 基 米 德 对 抛物 线 的 兴趣 源 于 
它 的 一 个 特性 : 它 可 以 将 无 限 远 处 射 过 来 的 光线 《〈 即 平行 光 ) 反射 到 同 
一 点 上 ， 即 焦点 〈 这 个 词 在 拉丁 语 中 表示 “壁炉 ”的 意思 )。 据 说 他 曾 建 
造 过 一 批 巨大 的 抛物 线 型 反光 镜 , 用 于 击 退 罗马 侵略 者 ,保卫 他 的 家 园 ， 
如 此 一 来 ， 太 阳光 经 过 抛物 线 镜 面 的 反射 就 聚焦 到 敌人 的 船只 上 ， 使 其 
燃烧 为 灰 锥 。 

阿 基 米 德 还 对 抛物 线 进 行 了 一 些 理 论 研究 ， 特 别 是 抛物 肩 形 域 的 面 
积 计算 。 他 通过 将 抛物 扇形 域 划分 为 若干 小 三 角形 来 解决 这 个 问题 ， 而 
这 些小 三 角形 的 面积 则 是 旦 几何 级 数 递减 的 《如 图 5-4 所 示 )。 只 要 重复 
这 个 过 程 就 可 以 使 这 些 三 角形 尽 可 能 如 他 所 愿 地 充满 整个 扇形 域 。 当 他 
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对 这 些 三 角形 面积 求 和 时 《利用 几何 级 数 求 和 公式 )， 发 现 总 面积 接近 于 
三 角形 ABC 面积 的 443。 更 准确 地 说 ， 通 过 加 入 越 来 越 多 的 三 角形 ， 他 可 
以 让 总 面积 越 来 越 接 近 于 他 想 要 的 这 个 值 。 咏 用 现代 数学 语言 表述 就 是 ， 
这 些 三 角形 的 总 面积 在 三 角形 个 数 趋 于 无 穷 多 时 达到 极限 4/3《〈 假 设 三 角 
形 ABC 的 面积 为 1)。 然 而 , 阿 基 米 德 还 是 只 用 有 限 数 的 和 来 细心 地 解答 ， 
他 的 推论 中 从 没 出 现 过 无 限 的 概念 ， 这 也 是 有 原因 的 : 十 希腊 禁止 讨论 
无 限 这 个 词 ， 并 且 拒 绝 将 其 纳入 他 们 的 数学 体系 中 。 我 们 将 会 在 后 面 找 
到 原因 。 


4 妃 
图 5-4 阿 基 米 德 计算 抛物 扇形 域 面积 的 “人 穷尽 法 ” 


阿 基 米 德 的 方法 后 来 被 称 为 “ 旁 尽 法 ”。 尽管 阿 基 米 德 并 非 第 一 个 采 
用 这 种 方法 〈 这 一 方法 大 约 在 公元 前 370 年 由 欧 克 多 索 斯 发 明 ) 的 人 , 但 . 
他 是 第 一 个 将 之 成 功 运用 到 抛物 线 中 的 人 。 然 而 ， 他 却 未 能 将 这 一 方法 
应 用 于 “圆锥 曲线 ” 握 家 族 中 的 其 他 两 位 著名 成 员 ， 椭圆 和 双 曲 线 。 尽 
管 不 断 尝 试 ， 他 始终 未 能 计算 出 本 圆 和 双 曲 扇形 域 的 面积 ， 不 过 他 猜 对 
了 椭圆 面积 的 表达 式 rap 〈 其 中 和 “分 别 是 椭圆 的 长 短 轴 长 )。 这 些 问 
题 一 直 等 到 两 于 多 年 后 积分 学 出 现 才 得 以 解决 。 
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穷尽 法 的 概念 与 现代 的 积分 概念 非常 接近 。 那 么 ， 究 竟 是 什么 使 十 
希腊 人 没 能 发 现 微 积 分 昵 ? 主要 有 两 个 原因 : 十 希腊 人 很 忌讳 无 限 的 概 
念 〈 被 叫做 “ 悉 怖 的 无 限 ??， 他 们 不 会 使 用 代数 符号 。 让 我 们 从 第 二 个 
原因 开始 吧 。 二 希腊 人 对 几何 学 非常 精通 ， 事 实 上 所 有 的 经 典 几 何 学 都 
是 由 他 们 创建 的 。 但 他 们 对 代数 学 的 贡献 却 几 乎 为 零 。 代 数学 本 质 上 是 
一 门 语言 , 它 包含 各 种 各 样 的 符号 以 及 一 大 堆 用 于 操作 这 些 符 号 的 规则 。 
要 发 展 这 样 一 门 语言 ， 必 须 有 一 个 完善 的 记 法 系统 ， 而 古 希腊 人 却 没 有 。 
他 们 的 失败 可 以 归结 为 他 们 静止 的 世界 观 ， 对 于 儿 何 学 尤其 如 此 : 他 们 
认为 任何 几何 量 都 是 固定 的 、 大 小 不 变 的 。 我 们 现在 的 做 法 是 将 一 个 量 
用 一 个 字母 表示 ， 比 如 x ， 并 且 将 它 视 为 合理 范围 内 的 变量 。 古 希腊 人 
将 从 4 到 有 的 线段 表示 为 4B， 将 顶点 依次 为 4、 妃 、C、 万 的 长 方形 表示 为 
4BCD， 等 等 。 这 样 的 记 法 系统 对 他 们 既定 的 目的 而 言 很 受用 ,确定 图 形 
中 各 部 分 之 闻 的 关系 。 这 也 是 经 典 几 何 学 中 定理 的 主体 。 但 令 人 遗憾 的 
是 ， 一 且 用 于 表达 变量 之 间 关 系 ， 这 个 系统 就 难以 胜任 了 。 要 有 效 地 表 
达 出 这 种 关系 ， 就 必须 求助 于 代数 语言 。 

十 希腊 人 也 并 非 对 代数 学 一 无 所 知 ， 他 们 也 熟悉 许多 初等 代数 中 的 
公式 ， 不 过 它们 只 是 用 于 说 明 图 中 各 种 元 素 之 阁 的 几何 关系 。 首 先 ， 他 
们 将 数 解 释 为 线段 的 长 度 ， 那 么 两 个 数 的 和 就 表示 首尾 相连 且 位 于 一 条 
直线 上 的 两 条 线段 长 度 之 和 ， 而 两 个 数 的 积 则 表示 以 这 两 条 线段 为 边 长 
构成 的 长 方形 的 面积 。 大 家 熟悉 的 公式 (x+ 扩 = 妈 +2xi+ 坟 则 会 以 这 
样 一 种 形式 解释 : 首先 在 一 条 直线 上 画 一 条 线段 ， 其 长 度 4B =x ， 接 着 
在 同一 直线 上 这 条 线段 的 一 个 端点 处 作 另 外 一 条 线段 ， 长 度 BC=?》， 那 
人 么 以 线段 4C =xY+2y 构成 一 个 正方 形 ， 如 图 $-$ 所 示 。 这 个 正方 形 可 以 划 
分 为 4 个 部 分 : 两 个 面积 分 别 为 4x4B= 妇 和 BCxBC= 姑 的 小 正方 形 ， 
以 及 两 个 面积 为 4BxBC= 闻 的 长 方形 。( 这 个 证 明 中 使 用 了 一 些 技巧 ， 
比如 长 方形 BCDF 与 EFGE 全 等 ， 因 此 它们 的 面积 相等 。 古 希腊 人 对 所 
有 的 细节 考虑 得 非常 细心 ， 一丝不苟 地 论证 每 一 步 。) 类 似 的 方法 还 被 用 
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于 证 明 其 他 的 代数 关系 ， 比 如 (xz 一 坟 = 和 -2 区 + 太 以 及 (+JG 一 及 





图 5-5 公式 (+ 中 = 关 +2 录 + 吧 的 几何 论证 


人 们 不 得 不 惊 双 于 古 希 腊 人 只 用 几何 方法 就 建立 了 大 量 初等 代数 
学 。 但 这 种 “几何 代数 ”并 不 能 成 为 有 效 可 用 的 数学 工具 。 由 于 缺乏 完 
善 记 法 系统 〈 用 现代 的 话说 就 是 代数 )， 和 希腊 人 丧失 了 它 最 伟大 的 一 个 优 
势 : 简洁 地 表示 变量 之 间 关 系 的 能 力 。 这 其 中 也 包括 了 无 限 的 概念 。 

因为 无 限 并 不 是 一 个 真正 意义 上 的 数 ， 所 以 它 不 能 用 于 纯粹 的 数字 
计算 。 前 面 介 绍 过 ， 要 寻找 各 种 不 定式 的 解 ， 必 须 使 用 极限 运算 ， 而 这 
需要 非常 高 的 代数 技巧 。 正 因为 缺乏 这 样 的 技巧 ， 古 希腊 人 没 能 正确 对 
竺 无限。 最终 ， 他 们 避 开 它 ， 甚 至 避 怕 它 。 在 公元 前 4 世纪 ， 哲 学 家 芝 诺 
(Zeno of Elea， 约 公元 前 490 一 前 430) 提出 了 4 个 悖 论 ， 或 者 按 他 自己 的 
说 法 叫做 “理论 ” 目的 是 为 了 说 明 数 学 对 无 限 这 一 概念 的 无 能 为 力 。 其 
中 一 个 悖 论 原 本 是 为 了 说 明 这 样 一 个 运动 是 不 可 能 的 : 一 个 人 要 从 4 点 跑 
到 B 点 ， 那 他 首先 要 达到 48 间 的 中 心 点 ， 然 后 是 剩余 部 分 的 中 心 点 ， 一 
直 如 此 《如 图 $-6 所 示 )。 既 然 这 一 过 程 需要 无 数 个 步骤 ， 芝 诺 认 为 跑步 
的 人 永远 也 无 法 到 达 终 点 。 


第 5 章 ”发现 微 积分 的 先驱 ; 4 








@@ 
怖 
0 1 
生 
坊 
0 1/2 





1/2+1/4 T 
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172+17/4+1A8 1 
图 $-6 ”跑步 者 迟 论 


用 极限 的 概念 来 解释 “跑步 者 悖 论 ” 非 常 简单 。 如 果 将 线段 4B 的 长 
设 为 单位 长 ， 那 么 跑步 者 跑 过 的 距离 则 由 一 个 无 限 的 几何 级 数 构成 ; 
1/2+1/4+1/8+1716+… 。 这 个 序列 有 个 特点 ， 就 是 不 管 多 少 项 相 加 ， 
和 都 无 法 达到 1， 更 不 会 超过 1;， 但 只 要 加 上 越 来 越 多 的 项 ， 可 以 使 序列 
的 和 无 限 接近 1。 我 们 称 这 个 序列 的 和 收敛 于 1 或 者 在 序列 有 无 数 个 项 时 
有 极限 值 1。 因 此 跑步 的 人 可 以 跑 完整 整 一 个 单位 的 距离 〈 也 就 是 超 点 到 
终点 的 距离 4B)， 这 样 一 来 悖 论 就 不 攻 自 破 了 。 然 而 希腊 人 觉得 无 限 多 
个 数 可 以 收 伍 为 一 个 有 限 的 数 这 一 事实 非常 难以 理解 和 接受 。 将 问题 扩 
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展 到 无 限 的 概念 来 思考 对 他 们 而 言 是 个 禁忌 。 这 也 就 是 为 什么 阿 基 米 德 
在 他 的 “穷尽 法 ”中 从 未 提 及 过 “无 限 ” 这 个 词 。 如 果 他 有 无 限 运算 的 
想法 《几乎 不 用 怀疑 他 有 )， 那 么 他 就 会 仔细 地 以 有 限 运 算 的 形式 不 断 反 
复 计算 ， 直 到 得 到 满意 精度 的 结果 。 鳞 因此， 在 他 那个 时 代 ， 作 为 严格 
思考 典型 案例 的 “穷尽 法 ”被 那些 腐烂 的 细 枝 末节 亡 拖 累 而 变 得 没有 任 
何 实际 意义 ， 只 局 限于 最 简单 的 几何 图 形 。 此 外 ， 人 和 任何 问题 都 要 提前 得 
到 答案 ， 只 有 这 样 ， 穷 尽 法 才能 够 用 于 建立 一 个 严格 解 。 喇 

所 以 ， 尽 管 阿 基 米 德 对 极限 概念 有 如 此 强烈 的 直觉 性 的 理解 ， 他 还 
是 无 法 迈 出 关键 的 一 步 ， 使 它 变 为 通用 而 系统 化 的 可 应 用 于 各 种 场合 的 
产物 一 一 对 数 。 如 同 摩西 在 尼 波 山 凝 视 迎 南 而 不 被 允许 进入 那样 ， 他 离 
发 现 一 门 新 科学 是 如 此 之 近 名 ， 却 不 得 不 将 火炬 传 给 后 来 人 。 
.注解 与 来 源 . 

[1] 256/81 也 可 以 写成 (4/3)#。 

[2] 7He RAipna Maipenaatical Pap)raus, trans. Amold Buffum Chace (Reston, Va.: 
National Council of Teachers of Mathematics, 1978), problems 41-43 and S0, 《 菜 因 
德 纸 草书 》 现 呈 列 于 大 英 博 物 馆 中 。 

[3] Ronald Calinger，ed，Ciassicsy of Matjperratics (Oak Park，IL Moore 
Pubjlishing Company, 1982), pp. 128-131。 

[4] 同上 ，pp.131-133。 

15] 圆锥 曲线 还 包 插 圆 和 一 对 直线 ， 不 过， 它们 分 别 属 于 梢 圆 和 双 曲 线 的 特 
例 。 我 们 还 会 在 后 面谈 到 局 锥 曲线 。 

[6] 所 以 ， 在 抛物 线 的 问题 中 ， 阿 基 米 德 采 用 双 和 否定 的 方法 《一 种 间接 证 明 
方法 ， 首 先 假设 所 要 证 明 的 内 容 是 错误 的 ， 然 后 推翻 此 假设 ， 从 而 得 以 证 明 ) 证 
明 无 穷 级 数 的 和 1+1/4+1 和 4 +… 不 可 能 大 于 或 小 于 4/3,， 所 以 它 必 定 等 于 4/3。 现 
在 ,我 们 当然 可 以 使 用 无 限 几 何 级 数 和 的 计算 公式 1+9g+ 拓 +…=1L-9)， 其 中 
-1<9<1， 所 以 代入 得 到 1ML-14)=4/3 。 

[7] 阿 基 米 德 有 一 种 提前 “预测 ”答案 的 做 法 ， 这 在 他 的 专著 《方法 》 中 得 
到 了 证 实 。1906 和 年， 哥本哈根 大 学 古典 哲学 教授 海 伯 格 (Heiberg，1854 一 1928) 
在 土耳其 看 士 坦 丁 堡 找 到 一 部 中 世纪 手稿 时 发 现 了 这 一 专著 , 这 个 手稿 上 写 有 非 
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常 十 老 的 文字 ， 有 一 些 已 经 褪去 。 旧 文字 被 证 实 写 于 公元 10 世 纪 ， 记 载 着 阿 基 米 
德 的 部 分 著作 ,其 中 便 有 一 直 被 认为 已 失传 的 《方法 》。 所 以 这 是 自古 希腊 以 来 ， 
一 个 不 可 多 得 的 研究 阿 基 米 德 证 明 那 些 几何 理论 时 的 思考 方法 的 绝 佳 机 会 , 遇 然 
并 没有 留 下 任何 关于 如 何 发 现 这 些 理论 的 说 明 。 请 参考 Thomas .Heath 的 77e 
柬 orjis of 4rcepipaedes〔〈1897; ipt New York: Dover, 1953) 。 这 个 版 本 包含 了 一 份 
1912 年 的 附录 ， 即 《 阿 基 米 德 方法 》， 并 附 以 注释 。 

f8] 这 一 主题 可 参考 Health, THe Porks ar repairedes, ch. 了 (Anticipations by 
Archimedes ofthe Imtegral Calculus”)。 





2 第 (7 章 


大 上 现 的 表 奏 


:。 “无 穷 大 和 不 可 分 元 这 两 个 概念 超出 了 我 们 有 限 的 认识 , 前 : 
、 者 是 因为 它 的 巨大 ， 后 者 则 是 因为 它 的 微小 ， 想 象 -一 下 这 二 者 “ 
# 结合 的 情形 吧 。” | 
一 一 萨 尔 维 阿 蒂 ( 即 伽利略 )， ; 
《关于 两 种 新 科学 的 对 话 》 目 (1638) 


和 加 


大 约 在 阿 基 米 德 后 1 800 年 , 一 位 名 叫 弗 兰 索 瓦 。 韦 达 (Francojs Viete 
或 Vieta，1540 一 1603) 的 法 国 数学 家 在 研究 三 角 学 的 过 程 中 ， 发 现 了 一 
个 有 关 的 重要 公式 : 


2 V2 V2+V2 、 2+V2+V2 


一 二 一 一 X 


i 2 2 2 

1593 年 的 关于 无 穷 乘 积 的 这 一 发 现成 为 数学 史上 的 里 程 碑 : 这 是 第 
一 个 被 明确 记录 下 来 的 关于 无 限 运算 的 数学 公式 。 实 际 上 ， 韦 达 公 式 最 
具 标 志 性 的 特征 并 不 是 它 简洁 的 表达 形式 ， 而 是 公式 末尾 的 3 个 点 ， 意 味 
着 不 断 继续 下 去 ， 也 就 是 无 限 次 运算 。 它 也 说 明 ， 至 少 从 理论 上 ，Fr 可 以 
通过 初等 代数 中 的 4 种 运算 得 到 ， 即 加 法 、 乘 法 、 除 法 和 开 方 ， 而 且 这 些 
运算 都 只 针对 数字 2。 

万 达 公式 清除 了 一 个 重要 的 心理 障碍 , 因为 将 3 个 点 写 在 公式 末尾 的 
简单 做 法 ， 标 志 着 无 限 运 算 被 数学 界 所 接受 并 为 其 以 后 的 广泛 应 用 打开 
了 大 门 。 不 和 久 后 ， 其 他 涉及 无 限 运算 的 公式 也 接纳 了 这 种 表示 方法 。 以 
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著作 《无 穷 算 术 》(C4riipmetica ajpitordm，1655) 影响 年 轻 时 代 和 牛顿 的 


英国 数学 家 约 输 。 瓦 利 斯 (1616 一 1703)， 发 现 了 另外 一 种 有 关 r 的 无 限 
次 乘积 表达 方式 : 


人 


T 2 2 4 6 
一 = 二 xx 二 X 一 X 一 X 一 X 一 X.…- 
2 1 3 4 了 7 
而 在 1671 年 ， 苏 格 兰 人 往 姆 斯 。 格 雷 戈 里 (James Gregory，1638 一 


1675) 发 现 了 无 穷 级 数 : 


个 


to 
4 


这 些 公 式 引 起 人 们 关注 的 原因 是 , 利用 圆 进 行 定义 的 数 x 可 以 用 只 含 
有 整数 的 表达 方式 进行 描述 ， 尽 管 要 通过 无 限 的 运算 过 程 。 那 时 ， 这 些 
公式 是 当时 数学 中 最 美 钞 的 东西 。 

但 相 比 于 它们 的 美妙 ,这 些 公式 在 计算 r 值 时 的 用 途 相当 有 限 。 正 如 
我 们 所 见 ， 好 几 个 非常 好 的 r 的 近似 值 在 十 代 就 被 人 们 所 郊 知 了 。 几 个 世 
纪 以 来 ， 人 们 进行 了 多 种 多 样 的 尝试 以 期 获得 更 好 的 近似 值 ， 也 就 是 说 
正确 获得 zx 的 尽 可 能 多 的 小 数位 。 他 们 希望 推算 x 值 小 数 点 位 数 的 做 法 将 
会 终结 《也 就 是 从 小 数 点 后 某 一 位 开始 所 有 的 值 都 变 为 零 )， 或 者 zx 以 某 
种 形式 开始 循环 。 这 两 种 结果 都 意味 着 r 是 一 个 有 理 数 ， 也 就 是 两 个 整数 
的 比值 《今天 我 们 都 知道 这 样 的 比值 并 不 存在 ， 因 为 z 值 小 数 点 后 的 位 数 
是 无 穷 的 ， 且 不 存在 循环 的 单元 )。 在 所 有 那些 希望 得 到 这 样 结果 的 数学 
家 中 ,有 一 个 人 非常 值得 注意 。 重 道夫 。 范 。 科 伊 伦 (Ludolph van Ceulen， 
1540 一 1610， 荷 兰 数 学 家 ， 生 于 德国 ) 将 他 多 产 的 一 生 奉 献 在 了 计算 圆 
周 率 r 上 ， 在 他 去 世 前 一 年 ， 他 将 圆周 率 的 精度 提高 到 了 小 数 点 后 3 位 。 
他 的 功劳 如 此 之 大 ， 据 说 这 个 数 被 刻 在 他 在 莱 顿 的 墓碑 上 ， 而 且 很 多 年 
来 ， 德 国教 科 书 上 都 称 这 个 数 为 “和 鲁 道夫 数 ”。 所 然而 他 的 成 就 里 并 没有 
关于 z 特 性 的 新 发 现 ( 范 。 科 伊 伦 只 是 重复 了 阿 基 米 德 的 多 边 形 近似 法 )， 
他 也 没有 对 通用 数学 的 新 贡献 。 乌 对 数学 而 言 幸 运 的 是 ， 这 种 无 用 功 并 
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没有 出 现在 数字 e 身 上 。 

所 以 ， 那 些 新 发 现 的 公式 虽 有 利于 深刻 理解 无 限 运 算 的 本 质 ， 却 没 
有 太 大 实用 价值 。 这 里 我 们 有 一 个 很 好 的 例子 来 解释 对 数学 理念 的 两 种 
暂 学 观 ;“ 学 术 ” 派 和 “实用 ” 派 。 学 术 派 的 数学 家 们 在 进行 专业 研究 时 
很 少 关 心 实际 应 用 需求 《有些 人 甚至 声称 数学 从 实际 应 用 脱离 得 越 远 ， 
学 科 发 展 就 越 大 )。 对 这 学 术 派 中 的 有 些 人 而 言 , 数学 研究 更 像 是 下 象棋 ， 
智力 促进 就 是 奖品 ; 另 一 些 人 则 追求 最 大 限度 的 自由 研究 ， 自 由 地 去 制 
定 他 们 自己 的 定义 和 规则 ， 并 在 此 基础 上 依照 严格 的 数学 还 辑 构建 一 种 
体系 。 相 反 ， 实 用 派 的 数学 家 们 则 更 关心 科技 产生 的 大 量 问 题 。 他 们 并 
不 能 像 学 术 派 那样 自由 地 享受 数学 ， 因 为 他 们 受制 于 那些 支配 现象 的 自 
然 法 则 ， 一 切 以 事先 调查 为 基础 。 当 然 ， 这 两 派 之 间 的 分 界线 并 不 非常 
明显 : 纯 理论 性 的 研究 领域 也 经 常会 获得 一 些 意 想不到 的 实际 应 用 成 果 
《例如 数字 理论 在 机 密 信 息 的 编码 与 解码 中 的 应 用 )， 相应 地 ， 实 际 应 用 
中 的 问题 也 会 带 来 高 水 平 理论 的 发 现 。 而 且 ， 包 括 阿 基 米 德 、 牛 顿 和 高 
斯 等 在 内 的 数学 史上 知名 的 一 些 数 学 家 们 ， 在 这 两 个 领域 都 备 受 推崇 。 
但 是 这 条 分 界线 的 确 真 实 存在 ， 而 且 在 这 个 专业 细 分 替代 原先 通用 概念 
的 时 代 被 越 来 越 多 地 提 及 。 

多 年 来 ， 横 豆 于 两 派 之 间 的 分 界线 也 在 来 回 地 变更 。 在 古 希 腊 之 前 
的 年 代 ， 数 学 完全 承担 着 实用 性 的 职责 ， 其 主要 目的 就 是 处 理 非 常平 凡 
的 事务 ,例如 测量 (测定 面积 、 体 积 和 重量 )， 货币 问 题 以 及 时 间 计 算 等 。 
而 古 希腊 人 则 将 数学 从 一 门 应 用 性 的 学 科 转 变 为 以 追求 知识 为 主要 目的 
的 智慧 性 学 科 。 公 元 前 6 世纪 创建 了 著名 哲学 学 校 的 毕 达 哥 拉 斯 
(Pythagoras) 则 将 这 种 对 纯 理 论 数学 的 追求 推 向 极致。 他 的 灵感 来 自 于 
自然 的 秩序 与 和 谐 ， 这 里 的 自然 并 非 仅仅 是 我 们 所 处 的 自然 环境 ， 而 是 
整个 宇宙 。 毕 达 哥 拉 斯 学 者 坚信 ， 数 字 是 世间 万 物 〈 从 美妙 的 音律 到 天 
体 运动 的 主要 成 因 。“ 数 字 统 治 字 宙 ” 是 他 们 的 至 理 名 言 ， 其 中 “数字 ?” 
剖 代 的 是 自然 数 及 其 比值 ， 而 其 他 包括 负数 、 无 理 数 甚至 零 等 在 内 的 数 
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则 被 排除 在 外 。 在 毕 达 拉 斯 的 哲学 中 ， 数 字 是 被 宗教 化 的 ， 被 赋予 了 
各 种 宗教 的 含义 ;至 于 这 些 数字 是 否 能 够 描述 现实 的 世界 ， 则 是 无 关 紧 
”要 的 。 最 终 的 结果 是 ， 毕 达 哥 拉 斯 数学 变 成 了 一 门神 秘 而 冷 僻 的 学 科 ， 
它 从 日 常事 务 中 分 离 出 去 ， 与 哲学 、 艺 术 和 音乐 并 列 形 成 一 甘 。 事 实 上 ， 
毕 达 哥 拉 斯 在 音律 上 投入 了 大 量 的 时 间 。 据 说 ， 他 曾经 设计 了 一 种 “ 完 
美 比例 ”的 音乐 尺 ; 发 出 首 音 的 长 度 与 尾音 的 长 度 比 为 2;1， 与 第 五 度 音 
的 长 度 比 为 3:2， 而 与 第 四 度 音 的 长 度 比 为 4:3。 暂 日 不 论 计 算 声学 规律 
所 需 考 虑 的 那些 复杂 条 件 ， 重 要 的 是 ， 这 条 音乐 尺 将 问题 简化 成 数字 的 
比值 。 欠 

在 随后 的 两 千 多 年 内 ， 毕 达 哥 拉 斯 哲学 对 一 代 又 一 代 科 学 家 产生 着 
非常 重大 的 影响 。 但 随 着 中 世纪 西方 文明 的 出 现 ， 重 心 又 再 度 倾向 于 应 
用 数学 。 主 导 这 一 变化 的 因素 有 两 方面 : 十 五 六 世纪 的 伟大 地 理发 现 导 
致 大 量 遥 远 的 陆地 需要 被 探索 (当然 后 来 确实 被 开拓 了 )， 而 这 也 导致 发 
展 新 的 先进 导航 技术 的 需求 非常 迫切 ， 而 哥 白 尼 的 日 心 说 也 追 使 科学 家 
们 重新 思考 地 球 在 宇宙 中 的 位 置 以 及 主导 其 运动 的 物理 规律 。 这 两 方面 
的 发 展 都 对 应 用 数学 提出 了 大 量 的 需求 ， 尤 其 是 在 球面 三 角 学 方面 。 因 
此 ， 在 接 下 来 的 两 个 世纪 中 ， 一 批 重要 的 应 用 数学 家 们 相继 清 现 ， 从 哥 
白 尼 开始 ， 到 开 普 勒 、 伽 利 略 以 及 生 顿 ， 他 们 将 应 用 数学 带 到 一 个 前 所 
未 有 的 高 度 。 

正 因 为 科学 史上 这 个 最 坚 异 的 人 一 一 开 普 勒 (Johannes Kepler，1571 
一 1630)， 我 们 才 有 了 他 所 发 现 并 以 他 的 名 字 命 名 的 三 大 行星 运动 定律 。 
在 这 些 定律 被 发 现 之 前 ， 他 还 曾 进 行 过 大 量 无 用 的 研究 ， 例 如 : 他 开始 
时 是 研究 音律 的 ， 因 为 他 相信 它 主 导 着 天 体 的 运行 《这 也 就 是 “球体 音 
乐 ” 的 来 历 ); 接着 是 $ 种 柏拉图 立体 的 几何 学 研究 , 所 因为 按照 他 自己 的 
说 法 ， 它 们 可 以 确定 已 知 的 六 大 天 体 运 动 轨 道 之 间 的 距离 。 开 普 勒 是 由 
旧 世 界 体系 转变 到 新 体系 的 时 代 标 志 : 他 曾经 是 一 位 最 高 级 别 的 应 用 数 
学 家 、 一 个 狂热 的 毕 达 哥 拉 斯 学 者 、 一 位 受 玄 学 和 科学 共同 影响 的 神秘 
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主义 者 (即使 在 完成 了 他 伟大 的 天 文 发 现 之 后 , 他 依然 从 事 占 星 本 活动 )。 
现在 ， 与 和 他 同时 期 的 纳 皮 尔 类 似 ， 他 的 那些 非 科学 性 的 研究 时 就 被 人 
们 遗忘 ， 倒 是 他 的 名 字 作为 现代 数学 天 文学 的 创建 者 而 铭记 史册 。 

开 普 勒 第 一 定律 认为 每 个 行星 都 在 一 个 椭圆 形 的 轨道 上 绕 太 阳 运 
转 ， 而 太阳 位 于 这 个 椭圆 轨道 的 一 个 焦点 。 这 一 发 现 让 人 们 听 到 了 十 希 
腊 地 心 体系 死亡 的 丧钟 , 在 地 心 说 中 , 各 种 行星 和 恒星 都 镶 骨 在 一 个 圆 
球 中 ,每 24 小 时 围绕 着 地 球 旋转 一 圈 。 后 来 牛顿 表示 ， 椭 圆 〈 圆 作为 椭 
圆 的 一 个 特例 也 被 包含 在 其 中 ) 并 非 天 体 唯一 可 能 的 运动 轨迹 类 型 ， 抛 
物 线 和 双 曲 线 的 轨迹 也 存在 。 这 些 曲 线 (我 们 需要 加 两 条 直线 作为 对 双 
曲线 的 限定 ) 组 成 了 圆锥 曲线 家 族 , 之 所 以 这 么 称呼 ， 是 因为 所 有 这 些 
曲线 都 可 以 由 平面 以 不 同 的 入 射 角度 切割 圆锥 体 而 得 〈 如 图 6-1 所 示 )。 
古 希 腊 人 早 就 知道 了 这 些 圆锥 曲线 , 而 与 阿 基 米 德 同 时 期 的 阿波 罗 尼 奥 
斯 (Apollonius， 约 公元 前 260 一 前 190) 则 撰写 了 一 部 有 关 圆 锥 曲线 的 
详细 专著 。 在 两 千 多 年 后 ， 数 学 家 们 关注 的 焦点 再 次 落 在 了 圆锥 曲线 
身上 。 


图 6-1 5$ 种 圆锥 曲线 








开 普 勒 第 二 定律 ， 也 就 是 面积 定律 ， 认 为 在 同样 的 时 间 里 ， 行 星 向 
径 在 其 轨道 平面 上 所 扫 过 的 面积 相等 。 因 此 这 个 寻找 椭圆 或 者 普遍 意义 
上 圆锥 曲线 肩 区 域 面 积 的 问题 一 下 子 变 得 非常 重要 。 前 面 就 讲 过 ， 阿 基 
米 德 兽 用 穷尽 法 成 功 地 计算 出 一 个 抛物 肩 区 域 的 面积 ， 但 是 并 没 能 计算 


【UL 
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出 椭圆 以 及 双 曲 线 的 面积 。 开 普 勒 和 他 同时 代 的 人 们 重新 拾 起 对 阿 基 米 
德 方法 的 兴趣 ， 但 是 阿 基 米 德 只 是 仔细 地 进行 了 有 限 运算 ， 从 没有 明确 
地 提出 无 限 的 概念 ， 他 的 现代 追随 者 再 没 让 这 种 学 究 式 的 思维 方式 成 为 
前 进 道路 上 的 障碍 。 他 们 随心 所 欲 ， 甚 至 以 近乎 野蛮 的 方式 运用 着 极限 
的 概念 ， 在 任何 可 能 的 情况 下 充分 利用 极限 的 优点 。 这 样 的 结果 就 是 ， 
形成 了 一 种 昌 不 及 十 希腊 方法 严谨 但 看 起 来 可 用 的 粗 随 的 新 发 明 : 不 可 
分 量 法 〈method ofindivisibles)。 通 过 假设 平面 图 形 由 无 穷 多 个 狭长 的 小 
条 组 成 〈 这 也 就 是 被 称 为 “不 可 分 元 ”的 原因 )， 人 们 可 以 计算 出 图 形 的 
面积 或 者 得 到 其 他 相关 的 结论 。 例 如 ， 人 们 可 以 通过 这 样 一 种 方法 来 证 
明 〈 人 也许“ 演示 ”一 词 来 得 更 为 准确 ) 圆 的 面积 与 周 长 之 间 的 关系 : 假 
设 圆 是 由 无 数 个 顶点 位 于 圆心 而 底 在 圆周 上 的 狭小 三 角形 所 组 成 《如 图 
6-2 所 示 )。 由 于 每 个 三 角形 的 面积 都 是 底 边 长 与 高 乘积 的 一 半 ， 所 以 所 
有 三 角形 的 面积 就 是 它们 所 共有 的 高 〈 也 就 是 圆 的 半径 ) 与 所 有 底 边 长 
和 “《 即 圆 的 周 长 ) 的 乘积 的 一 半 。 结 果 可 用 公式 4=C2 表 示 。 


Ne 
< 


图 6-2 圆 的 面积 可 以 通过 无 数 个 顶点 在 圆心 而 底 
在 圆周 上 的 小 三 角形 的 面积 和 来 求 得 
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当然 ， 通 过 “不 可 分 量 法 ”推导 出 这 个 公式 是 事后 诸葛 亮 干 的 事 ， 
因为 这 个 公式 在 古代 就 已 经 出 现 了 《可 以 通过 消除 公式 4= xzr: 和 
C=2rr 中 的 r 而 获得 )。 而 且 这 种 方法 在 好 多 方面 都 存在 缺陷 : 在 开始 之 
前 ， 没 有 任何 人 能 够 完全 理解 这 些 所 谓 的 “不 可 分 元 ”具体 是 什么 ， 那 
么 又 谈 何 运用 。“ 不 可 分 元 ”原先 被 认为 是 一 个 无 穷 小 的 量 ， 实 际 上 也 就 
是 值 为 0 的 量 ， 那 么 我 们 将 任意 个 这 种 量 相 加 ， 所 得 到 的 结果 也 应 当 为 0 
《在 这 里 ， 我 们 得 到 了 一 个 不 定 表达 式 cXx0)。 其 次 ， 在 假设 这 种 方法 奏 
效 的 前 担 下 ， 它 需要 非常 强 的 几何 技巧 ， 而 且 对 于 每 个 不 同 的 问题 都 需 
要 设计 出 相应 的 正确 划分 方案 。 然 而 除了 这 些 缺 陷 ， 这 种 方法 有 时 确实 
奏效 ， 而 且 在 很 多 情况 下 都 会 产生 新 的 结果 。 开 普 勒 是 充分 利用 这 种 方 
法 的 先行 者 之 一 。 有 一 段 时 间 ， 开 普 勒 将 他 的 天 文 研究 工作 暂缓 ， 转 而 
“加 到 地 面 ” 处 理 一 个 问题 : 寻找 计算 各 种 酒 桶 容积 的 方法 〈 据 说 ， 他 对 
酒 商 们 标记 酒 桶 容量 的 方式 非常 不 满 )。 在 他 撰写 的 《测量 酒 桶 的 新 立体 
几何 》(CNova stereomaetiadojioruna vipnariorxum，1615) 一 书 中 ， 开 普 勒 就 
应 用 了 “不 可 分 量 法 ”来 计算 许多 旋转 体 〈 以 平面 图 形 中 某 一 边 为 轴 心 ， 
旋转 整个 平面 图 形 一 周 所 获得 的 立体 ) 的 容积 。 他 将 这 种 方法 推广 到 三 
维 的 情形 ， 将 立体 看 做 是 无 限 多 个 薄片 或 层 的 集合 ， 并 将 这 些 不 可 分 元 
的 体积 相 加 从 而 获得 旋转 体 的 体积 。 在 运用 这 些 思想 的 同时 ， 他 已 经 向 
现代 积分 学 迈进 了 一 步 。 

[Translated by Henry Crew and Alfonso De Salvio (1914; mpt. New York: 
Dover, 1914)。 

[2] Petr Beckmann, 4 已 stomy ofr(Boulder Colo.: Golem Press, 1977), p. 102。 

[3] 范 。 科 伊 伦 的 记录 已 经 失传 很 久 。1989 年 ， 两 位 美国 学 者 在 哥伦比亚 大 
学 用 超级 计算 机 将 xz 的 值 计算 到 小 数 点 后 的 4 亿 8 千 万 位 , 如 果 将 这 一 结果 打印 出 
来 则 会 有 600 英 里 〈 约 合 965 公 里 ) 。 可 参考 Bechmann 著 作 《x 的 历史 》 中 的 第 
10 章 。 
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[4] 我 们 对 毕 达 哥 拉 斯 的 所 知 很 多 都 来 自 于 他 的 追随 者 的 著作 ， 而 这 些 著作 
基本 上 都 完成 于 他 去 世 后 的 数 百年 ， 因 此 许多 声称 揭示 他 生平 “真相 ”的 说 法 都 
是 值得 怀疑 的 。 我 们 还 将 会 在 第 15$ 章 中 谈 到 更 多 关于 毕 达 哥 拉 斯 的 事 。 

[$] 正 多 面体 (或 柏拉图 多 面体 ，Platonic solid) 的 每 个 面 都 是 正 多 边 形 ， 而 
且 组 成 每 个 顶点 的 边 数 相 等 。 共 有 5$ 种 也 只 有 5$ 种 正 多 面体 : 四 面体 、 立 方 体 、 八 
面体 、 十 二 面体 以 及 二 十 面体 。 古 希腊 的 人 们 就 已 经 知道 这 3 种 正 多 面体 了 。 
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不 可 分 元 的 应 用 





人 为 不 可 分 量 法 的 例子 ， 让 我 们 来 计算 一 下 抛物 线 了 = 她 下方 

x=0 到 x=a 区 域内 的 面积 。 想 象 一 下 , 将 所 要 计算 的 区 域 用 
# 条 〈? 非常 大 ) 垂直 线 分 割 〈 即 组 成 “不 可 分 元 ”)， 线 条 的 高 度 》 根 
据 等 式 y= 巡 随 着 xz 的 变化 而 变化 《如 图 6-3 所 示 )。 如 果 这 些 线段 以 距 
离 4 水 平地 均匀 分 开 , 那么 它们 的 高 度 将 分 别 为 必 ，(2d) ，(3d)， 
(nad)” 。 那 么 所 要 计算 的 面积 则 可 近似 由 下 面 的 和 式 表示 : 

[天 +(2d +(3G 二 十 (ad ]x 妈 =[ 下 十 22 十 3 十 十 了 ]x 姑 
运用 著名 的 整数 平方 和 公式 ， 上 面 的 表达 式 就 可 以 写成 
[za(z+D(2na+D/16]x 吧 ， 经 过 简单 的 代数 变形 ， 写 为 
(21jom 
到 天 
6 
“由 于 点 x=0 和 点 x=a 构成 的 线段 长 为 ec， 所 以 有 xd =a ， 因 此 上 


一 个 表达 式 就 成 为 : 
[jw 
到 到 
6 
最 后 ， 如 果 让 “不 可 分 元 ”的 数目 无 止境 池 增 大 〈 也 就 是 产 一 oo )， 
那么 项 1/z 和 2/ 疡 都 趋 于 0， 玉 忆 我 们 但 用 了 面积 : 


1 
3 


这 一 结果 当然 与 积分 方法 所 得 到 的 结果 4= | > xdx = a /3 一 致 。 
当然 也 符合 阿 基 米 德 通过 家 尽 法 所 得 的 结 寺 果 : 图 6- 5 所 未 的 交大 


和 


| 


2 


5 





人 


2 
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OPO 面 积 是 三 角形 OPO 面 积 的 4/3。 


和 








图 6-3 “利用 不 可 分 量 法 计算 抛物 线 投影 面积 ， 







， 暂且 不 管 不 可 分 量 法 的 开创 者 们 对 “不 可 分 元 ”确切 含义 理解 含糊， 
的 事实 ， 这 一 方法 本 身 是 非常 粗糙 的 ， 而 且 很 大 程度 上 取决 于 一 个 合适 
的 求 和 公式 。 这 种 方法 就 不 能 用 于 求解 双 曲 线 y = 1/x 投影 区 域 的 面积 ，， 
因为 找 不 到 一 个 合适 的 整数 求 和 公式 用 于 这 种 面积 计算 方法 中 。 因 此 ， ， 
尽管 这 种 方法 对 很 多 特定 的 例子 有 效 ， 但 它 还 缺乏 通用 性 以 及 现代 积分 ， 
手段 所 具备 的 代数 学 特性 。 ， 
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双 曲 线 的 求 积 


: “乔治 * 圣 , 文 森 特 是 最 伟大 的 国 的 求 积 者 …… 他 发 现 了 双 : 
* 曲线 面积 特性 ， 双 曲线 的 出 现 使 得 纳 皮 尔 对 数 被 称 作 双 曲 函 * 
: 数 .， : 

: 一 一 奥 十 斯 塔 斯 。 德 。 摩 根 (Augustus De Morgan ) ， ， 

: THe ercyclopedia ofeccentrics (1915) 

计算 封闭 的 平面 图 形 的 面积 的 问题 称 为 求 积 〈quadrature 或 者 
squaring)。 这 一 说 法 涉及 了 问题 的 本 质 :; 用 面积 单位 〈 平 方 ) 来 表示 区 
域 的 面积 。 对 十 希腊 人 而 言 ， 这 就 意味 着 给 定形 状 需要 等 价 转 换 为 可 以 
用 基本 规则 计算 面积 的 形状 。 举 个 简单 的 例子 ， 假 设 我 们 要 计算 一 个 边 
长 分 别 为 和 和 刻 的 长 方形 的 面积 。 要 使 这 个 长 方形 的 面积 与 一 个 边 长 为 
x 的 正方 形 面积 相等 ， 那 么 必定 有 妆 = ap ， 或 者 x = Va5 。 用 直角 三 角 
尺 以 及 圆规 ， 我 们 可 以 很 轻松 地 得 到 长 为 Vep 的 线段 ， 如 图 7-1 所 示 。 因 
此 我 们 可 以 对 任意 长 方形 求 积 ;也 可 以 对 任意 的 平行 四 边 形 和 三 角形 求 
积 ， 因 为 这 两 种 形状 可 以 由 长 方形 经 过 简单 的 构造 而 得 〈 如 图 7-2 所 示 )。 
紧 接 着 ， 任 意 多 边 形 的 求 积 问题 也 迎刃而解 ， 因 为 多 边 形 总 是 可 以 被 分 
全 为 多 个 三 角形 。 

随 着 时 间 的 推移 ， 求 积 问题 的 纯 几 何方 法 逐渐 被 一 种 更 适合 于 计算 
的 方法 取代 。 人 们 不 再 需要 实际 构造 等 面积 的 形状 了 ， 只 要 原则 上 这 一 
构造 工作 可 以 被 证 明 就 行 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 穷 尽 法 并 不 是 真正 的 求 积 
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运算 ， 因 为 它 需要 无 穷 多 步 而 且 无 法 由 纯 几 何方 法 完成 。 但 随 着 1600 年 
左右 无 限 运算 被 数学 界 所 接受 ， 这 一 严格 限制 也 被 解除 了 ， 因 此 求 积 的 
问题 也 变 成 了 纯粹 的 计算 问题 。 


已 


小 


图 7-1 利用 直角 三 角 尺 和 圆规 构造 长 为 x= VaB 的 线段 。 在 一 条 线 上 有 两 
条 相 邻 的 线段 48B8 和 BC， 它 们 的 长 分 别 为 ga、5， 线 段 48 和 BC 构成 直 
径 4C。 在 有 点 作 一 条 垂直 向 上 的 线 ， 并 与 圆 相交 于 点 。 假 设 线段 
ED 的 长 度 为 xx 。 由 几何 中 一 个 常用 的 定理 可 知 ，~4DC 是 直 和 。 因 
此 ALB4D=BDC ， 继 而 三 角形 及 人 万 与 三 角形 BDC 相 似 。 所 以 
4B/BD=BPVBC， 即 cj/ 呈 xz 力 ， 从 中 可 以 推导 出 x= VaZ 


必 


图 7-2 ”长 方形 〈a) 和 平行 四 边 形 〈b) 有 相同 的 面积 ， 而 
三 角形 《〈c) 则 只 有 其 一 半 的 面积 
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在 所 有 的 图 形 中 ， 双 曲线 是 所 有 求 积 党 试 中 最 难 嘲 的 一 块 骨头 。 它 
是 由 一 个 平面 以 大 于 圆锥 底面 和 边 之 间 夹 角 的 和 角 切 制 圆 锥 而 得 〈 也 正 因 
此 , 双 曲 线 的 英文 单词 hyperbola 中 含有 前 缀 “hyper” 意思 就 是 “超过 沁 。 
与 大 家 常见 的 冰 激 凄 略 有 不 同 的 是 ， 这 里 所 指 的 圆锥 体 是 由 两 个 顶点 相 
重 伙 的 等 分 半圆 锥 构成 ， 正 因为 此 ， 一 个 双 曲 线 实际 上 包括 两 条 彼此 独 
芯 旦 对 称 的 分 支 (如 图 6-1d 中 所 示 )。 此 外 ， 双 曲线 还 有 两 条 与 之 相关 的 
直线 ， 也 就 是 双 曲 线 在 无 穷 远 处 的 切线 。 当 从 中 心 沿 着 每 个 分 支 往 外 移 
动 ， 我 们 可 以 非常 接近 这 两 条 线 ， 但 永远 也 无 法 与 它们 相交 。 这 两 条 线 
叫做 双 曲 线 的 渐 近 线 〈 在 希腊 语 中 的 意思 是 “不 会 相遇 为 ， 这 是 很 早 以 
前 讨论 极限 概念 时 的 几何 表示 方法 。 

十 希腊 人 从 纯 几 何 的 角度 出 发 研究 了 圆锥 曲线 。 但 17 世 纪 解 析 几 何 
的 发 明 使 得 对 几何 对 象 (尤其 是 对 曲线 ) 的 研究 渐渐 地 变 成 了 代数 的 一 部 
分 。 有 人 将 曲线 上 点 所 对 应 的 坐标 值 x 和 ?用 方程 来 表示 ， 而 不 是 只 从 曲线 
本 身 考 虑 。 缚 果 表 明 ， 每 一 种 圆锥 沿线 都 是 通 式 为 4 +B” +Co+ Pr 
+ 本 = 玖 的 二 次 方程 的 特例 。 例 如 ， 如 果 4= 刁 = 严 =1 且 C== 瑟 =0， 
方程 就 变 成 巡 + 只 =1， 它 对 应 的 图 形 就 是 一 个 圆心 在 原点 而 半径 为 1 的 
〈 也 就 是 单位 圆 》。 图 7-3 所 示 的 双 有 曲线 对 应 于 4= 甩 = 刀 = 五 =0 且 


了 


图 7-3 ”直角 双 曲 线 了 =1/x 
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C= 五 =1 时 的 情形 ， 它 的 方程 式 是 落 =1 (或 者 等 价 地 写 为 ?=1/x )， 
而 它 的 渐 近 线 则 分 别 为 xz 轴 和 ) 轴 。 由 于 渐 近 线 是 相互 垂直 的 ， 这 种 双 曲 
线 也 称 作 直 角 双 曲线 。 





图 7-4 ”直角 双 曲 线 在 入 1 至 xy 范围 内 的 投影 面积 


我 们 都 还 记得 ， 阿 基 米 德 党 试 过 对 双 曲 线 求 积 ， 但 是 没有 成 功 。 当 
17 世 纪 初 不 可 分 量 法 发 展 起 来 的 时 候 , 数学 家 们 重新 开始 追求 这 一 目标 。 
与 圆 和 李 圆 不 同 的 是 ， 现 在 双 曲 线 是 一 种 无 限 延展 的 曲线 ， 所 以 我 们 要 
弄 清 楚 在 这 个 问题 中 求 积 意味 着 什么 。 图 7-4 所 示 的 是 双 曲 线 罗 一 1 的 一 
支 。 在 x 轴 上 ， 我 们 标记 了 一 个 固定 点 大 1 和 一 个 可 变 点 =!。 而 “ 双 曲 
线 的 投影 面积 ” 则 是 指 由 曲线 z=1、x 轴 以 及 寻 1 生 上 上 垂直 线 构 成 区 域 
的 面积 。 显 而 易 见 ， 这 一 面积 的 数值 取决 于 变量 /的 值 ， 也 就 是 说 面积 是 
变量 ! 的 函数 。 让 我 们 用 4(b 来 表示 这 个 面积 。 双 曲线 求 积 的 问题 发 展 成 
了 寻找 这 一 函数 的 问题 ， 即 找到 一 个 与 变量 博 关 的 面积 公式 。 

在 17 世 纪 初 ， 好 几 位 数学 家 都 尝试 独立 解决 这 一 问题 。 他 们 中 比较 
著名 的 有 皮 埃 尔 * 德 。 费 马 (Pierre de Fermat，1601 一 1665) 以 及 笛 卡 儿 。 
他 们 与 布 菜 士 。 帕 斯 卡 〈Blaise Pascal，1623 一 1662) 一 起 成 为 微 积 分 被 
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发 明之 前 法 国 的 三 大 数学 巨头 。 与 音乐 上 的 巴赫 和 亭 德尔 一 样 ， 币 卡 儿 
和 费 马 像 是 数学 上 的 双胞胎 那样 总 是 被 人 们 一 并 提 及 。 然 而， 除了 他 们 
都 是 法 国人 上 且 出 生 在 同一 个 时 代 ， 人 们 很 难 找到 他 们 之 间 其 他 相似 的 地 
方 。 币 卡 儿 开始 他 的 专业 生涯 时 还 是 一 名 士兵 ， 他 曾 亲 了 根 目睹 了 那 时 期 
履 盖 整个 欧洲 的 各 种 区 域 性 战争 。 他 曾 不 止 一 次 改变 过 阵营 ， 只 要 对 方 
需要 他 服役 。 一 天 夜里 ， 他 林 见 上 帝 信 任 地 交 给 他 一 把 揭 开 宇宙 万 物 秘 
密 的 钥匙 。 尽 管 那 时 仍 在 服 兵役 ， 笛 卡 儿 还 是 转向 了 哲学 ， 并 成 为 当时 
欧洲 最 有 影响 力 的 一 个 哲学 家 。 他 的 格言 是 “我 思 故 我 在 ” 这 人 句 话 概括 
了 他 所 坚信 的 理性 世界 由 因果 和 数学 所 主 宁 的 信念 。 他 对 数学 的 兴趣 排 
在 哲学 之 后 而 位 居 第 二 。 他 发 表 了 唯一 一 本 重要 的 数学 专著 ， 但 它 却 改 
变 了 整个 数学 学 科 。 在 1637 年 发 表 的 《几何 学 》(zZa GeormEtzie， 这 本 书 
是 他 主要 哲学 著作 《科学 中 正确 运用 理性 和 追求 真理 的 方法 论 》3 个 附 
录 中 的 一 个 ) 一 书 中 ， 笛 卡 儿 将 解析 几何 介绍 给 了 全 世界 。 

据说 解析 几何 的 关键 灵感 是 笛 卡 儿 无 意 中 得 来 的 ， 据 说 某 天 早晨 ， 
他 躺 在 床上 凝视 着 天 花 板 上 一 只 丰 行 的 苍蝇 。 而 解析 几何 所 要 描述 的 就 
是 平面 中 的 任意 一 点 都 可 以 用 两 个 数 ， 即 它 到 两 条 固定 直线 之 间 的 距离 
来 表示 《如 图 7-$ 所 示 )。 这 两 个 数 ， 也 就 是 该 点 的 坐标 值 ， 让 第 卡 儿 完 
成 了 从 几何 关系 到 代数 方程 的 转化 。 他 认为 多 个 点 的 轨迹 所 形成 的 曲线 
有 具有 一 个 特定 的 通 性 ， 将 曲线 上 点 的 坐标 值 看 做 变量 ， 便 可 将 这 一 通 性 
用 与 变量 有 关 的 方程 表达 出 来 。 举 个 简单 的 例子 ; 一 个 单位 圆 就 是 距离 
中 心 点 为 1 个 单位 的 所 有 点 《位 于 同一 平面 中 ) 形成 的 轨迹 。 如 果 将 圆 的 
圆心 放 在 坐标 系 的 原点 处 ， 那 么 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 《〈 也 就 是 “ 勾 股 定 
理 ”” 就 可 以 得 到 单位 圆 的 表达 式 ， 关 + 如 =1 (前 面 介 绍 过 ， 这 是 通用 
二 次 方程 的 一 个 特例 )。 需 要 注意 的 是 ， 笛 卡 儿 坐标 体系 并 不 是 直角 坐标 
系 而 是 斜 坐 标 系 ,而且 只 考虑 了 正 坐 标 ， 即 所 有 的 点 都 位 于 第 一 象限 内 ， 
这 与 现在 通常 的 做 法 相差 甚 远 。 
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图 7-5 直角 坐标 系 


《几何 学 》 对 后 来 的 一 代 又 一 代数 学 家 们 产生 了 深远 的 影响 ,这 其 中 
就 包括 通过 借阅 拉丁 文 译 本 自学 的 剑桥 大 学 的 年 轻 学 生 和 牛顿。 笛 卡 儿 的 
工作 终结 了 以 几何 作 图 及 证 明 为 本 质 的 经 典 十 希腊 几何 。 从 那 以 后 ， 几 
何 学 与 代数 学 变 得 密 不 可 分 ， 再 往 后 它 与 徽 积 分 的 关系 也 是 如 此 紧密 。 

费 马 则 与 笛 卡 儿 完 全 相反 。 当 笛 卡 儿 习 以 为 常 地 更 换 地 点 、 宗 教 信 
仰 及 职业 时 ， 费 马 则 是 稳定 的 典范 ， 他 的 生活 是 如 此 平淡 无 奇 ， 都 没有 
关于 他 的 故事 留存 后 世 。 他 的 第 一 份 工 作 是 公务 员 ，1631 年 他 成 为 图 卢 
获 市 最 高 法 院 中 的 一 员 ， 直 到 去 世 。 在 空闲 时 间 里 ， 他 会 学 习 语 言 、 哲 
学 、 文 学 以 及 诗歌 ， 但 他 的 主要 贡献 却 在 数学 上 ， 虽 然 数 学 被 他 视 为 一 
种 智力 消 遗 活动 。 他 同时 期 的 很 多 数学 家 同时 还 是 物理 学 家 和 天 文学 家 ， 
但 费 马 却 是 纯 数学 家 中 的 典范 。 他 的 主要 兴趣 是 数字 理论 ， 这 是 所 有 数 
学 分 支 学 科 中 最 “ 纯 ” 的 一 个 。 他 在 数论 领域 的 贡献 非常 巨大 ， 其 中 最 
著名 的 莫 过 于 费 马 大 定理 : 方程 好 十 闪 = 末 仅 在 2=1 和 2 时 存在 正 整 
数 解 。 在 前 面 我 们 提 到 , 十 希腊 人 通过 毕 达 哥 拉 斯 定理 已 经 知道 了 2=2 
的 情形 。 他 们 知道 某 些 特定 的 三 角形 ， 其 边 长 都 为 整数 值 ， 例 如 边 长 
分 别 为 3、.4、 5 或 5、12、13 的 三 角形 (事实 上 , 3+ 稼 = 条， 全 +12 二 13)。 
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所 以 自然 而 然 地 ， 人 们 就 会 关心 ， 对 于 更 高 次 的 方程 是 否 也 存在 着 类 
似 的 整数 解 〈 这 里 我 们 排除 了 0、0、0 及 1、0、1 的 情形 )。 费 马 给 出 的 
答案 是 “不 存在 ”。 在 一 本 《算术 》 (4ritpmetica， 一 本 经 典 的 数论 著作 ， 
由 公元 3 世纪 亚历山大 大 帝 时 期 的 丢 帮 图 所 著 , 后 在 1621 年 被 翻译 为 拉丁 
文 ) 复印 本 的 页 边 空白 处 ， 他 这 样 写 道 :“ 要 把 一 个 立方 体 划分 为 2 个 立 
方 体 ， 或 者 更 普遍 地 ， 要 将 任何 一 个 指数 大 于 2 的 乘 方 分 成 两 个 同样 指数 
的 乘 方 ， 这 都 是 不 可 能 的 。 我 已 经 找到 一 种 绝妙 的 证 明 方 法 ， 只 是 这 个 
室 白 处 太 罕 ， 写 不 下 。.” 尽 管 人 们 进行 过 各 种 各 样 的 尝试 ， 也 先后 误 传 出 
许多 成 功 的 消息 , 并 且 人 们 代入 成 千 上 万 特殊 ” 值 后 证 明了 这 一 猜想 的 正 
确 性 ， 但 其 一 般 性 依然 未 得 到 证 明 。 这 就 是 著名 的 费 马 大 定理 〈 当 然 ， 
在 未 得 到 证 明之 前 称 之 为 “定理 ”是 不 准确 的 )， 也 是 至 今 为 上 最 为 著名 
的 未 解决 的 数学 难题 。D 

与 我 们 主题 相近 的 是 ， 费 马 对 方程 为 ?= 关 〈 其 中 闻 为 正 整数 ) 的 
函数 曲线 求 积 分 非常 感 兴趣 。 这 些 曲线 有 时 候 被 称 为 广义 抛物 线 〈 抛 物 
线 本 身 是 指 z=2 的 情形 )。 费 马 通过 一 系列 底 边 长 几何 递减 的 矩形 ， 对 
曲线 下 的 投影 面积 进行 了 近似 计算 。 当 然 ， 这 与 当年 阿 基 米 德 的 “穷尽 
法 ”非常 相似 ， 但 与 他 不 同 的 是 ， 费 马 对 于 求 无 穷 级 数 的 和 毫 不 避讳 。 
图 7-6 就 是 曲线 了 = 六 在 x=0 至 zx=a 范 围 内 的 划分 方法 。 想 象 一 下 ， 
xz=0 至 zx=aw 的 这 段 区间 被 无 穷 多 个 点 〈 如 区、L、M、N 等 ) 划分 为 无 
穷 多 个 子 区 间 ， 其 中 ON =a 。 然 后 ， 从 W 点 开始 ， 依 次 往 前 划分 线段 ， 
使 所 得 的 线段 依次 呈 几 何 级 数 递减 , 即 OV =a, 0OM=a，OL=oar，…， 
其 中 7 是 比 1 小 的 整数 。 这 些 点 在 曲线 上 记 对 应 的 高 〈 即 维 坐 标 ) 分 别 是 
妇 ，(oar? 闻 ，(ar 六 和。 从 中 我 们 不 难 计算 出 每 个 长 方形 的 面积 ， 并 应 
用 无 穷 儿 何 级 数 的 求 和 公式 求 出 它们 的 面积 和 。 结 果 为 公式 : 


ax 一 六 
一 1 
五 __ 7241 ， 《 ) 


了 
其 中 4 的 脚 标 > 意味 着 ， 此 时 的 面积 依然 取决 于 > 的 取 值 。 吕 
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图 7-6” 费 马 通过 一 系列 底 边 长 几何 递减 的 矩形 ， 来 近 
似 计 算 曲 线 天 六 下 投影 面积 


随后 费 马 意识 到 ， 要 提高 这 些 长 方形 与 实际 曲线 之 间 的 吻合 记 ， 必 
须 将 每 个 长 方形 的 宽 缩 减 得 更 小 〈 如 图 7-7 所 示 )。 要 达到 这 个 效果 ， 比 
值 > 必 须 接 近 于 1，7 越 接近 于 1， 拟 合 程度 越 高 。 但 是 ， 当 7 ->1 时 ， 表 
达 式 (D 变 成 了 0/0 的 不 定式 。 费 马 注意 到 表达 式 (D) 中 的 分 母 部 分 1-r 玉 可 
以 变形 为 人 -rm+r+ 产 +…+ 关 )， 所 以 不 定式 的 问题 迎刃而解 。 将 分 子 
和 分 母 中 相同 的 项 QG- 门 消去 后 ， 表 达 式 (1) 变 成 : 


间 _ Co2+1 
在 一 1 的 情形 下 ， 分 母 中 的 每 一 项 都 趋 近 于 1， 这 样 就 可 以 得 到 公 


1 十 普 十 产 十 ,十 因 
式 : 
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7 十 


4= 亿 _ (2) 


天 十 
每 个 学 习 过 微 积 分 的 同学 都 会 认 出 表达 式 (2) 实 际 上 就 是 积分 式 
ed= ao+D 。 不 过 需要 指出 的 是 ， 费 马 的 这 些 工作 大 约 完成 于 
1640 年 ， 而 这 出 后 来 牛顿 和 莱 布 尼 落 所 建立 的 积分 中 出 现 的 这 个 公式 要 
旱 上 30 年 。 口 


图 7-7 ”可 以 通过 缩小 长 方形 宽 ， 增 加 长 方形 的 个 数 来 得 到 更 精确 的 解 


费 马 的 成 果 被 看 做 是 一 项 意义 重大 的 突破 ， 因 为 这 种 方法 不 只 是 对 
一 条 理 线 求 积分 ， 而 是 对 形 如 y= 阅 〈 其 中 疾 为 整数 ) 的 所 有 曲线 求 积 
分 。( 验 证 一 下 ， 在 2=2 时 的 结果 4 = o /3 与 阿 基 米 德 给 出 的 抛物 线 计 
算 结 果 是 一 致 的 。) 通过 一 个 小 小 的 改动 ， 费 马 进 一 步 得 出 推广 结论 : 将 
zx 的 区 闻 限 定 在 x=a (其 中 wa>0) 至 无 穷 大 时 ， 即 使 为 负 整 数 ， 公 
式 C) 依 然 成 立 。 负 当 闫 为 负 整 数 时 , 不 妨 假设 总 = -下 (其 中 必 为 正 整数 )，- 
我 们 就 可 以 得 到 曲线 家 族 函 数 y =x* ”=1/z， 这 也 常 被 称 为 广义 双 曲 
线 。 针 对 这 一 种 情形 的 求解 问题 ， 费 马 的 做 法 是 非常 值得 称道 的 ， 这 主 
要 是 因为 尽管 等 式 y= 如 和 )= 关 ”非常 相似 ， 但 它们 却 分 别 表 示 不 同 种 
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类 的 曲线 : 前 者 在 任意 一 点 都 是 连续 的 ， 而 后 者 在 寻 0 时 是 无 穷 大 ， 也 就 
是 说 在 x= 0 处 不 连续 《〈 垂 直 的 渐 近 线 )。 我 们 不 难 想象 当 费 马 发 现 他 之 
前 得 出 的 结论 在 条 件 放宽 〈 原 先 要 求 必 须 为 正 整数 ) 后 依然 成 立时 的 
喜悦 心情 。 回 

不 过 ， 也 存在 失效 的 例子 。 对 于 作为 曲线 家 族 代 表 的 双 曲 线 
y=1/x=x ， 费 马公 式 是 不 适用 的 。 这 是 因为 在 a= -1 时 ， 表 达 式 (2) 
中 的 分 母 +1 变 成 了 0。 当 费 马 发 现 他 的 公式 对 如 此 重要 的 情形 不 适 
用 时 ， 他 一 定 具 有 强烈 的 撑 败 感 ， 但 他 只 是 轻描淡写 地 说 了 名 简单 的 
话 :“ 我 认为 所 有 的 双 曲 线 中 , 除了 阿波 罗 尼 奥 斯 曲 线 中 的 一 个 或 者 说 
第 一 个 〈 双 则 线 y=41xz ) 外 ， 其 余 的 都 可 以 通过 统一 的 步骤 用 几何 级 
数 方法 求 积 分 。” 辐 

费 马 同时 期 的 另 一 位 不 为 人 们 所 熟知 的 科学 家 则 解决 了 非 收敛 的 
特殊 情况 。 乔 治 。 圣 . 文 森 特 [Gregoire〈 或 Gregorius) de Saint-Vincent， 
1584 一 1667] 是 一 位 比利时 的 耶稣 会 会 士 ， 他 一 生 中 花费 了 大 量 的 时 间 
来 解决 各 种 各 样 的 求 积分 问题 ， 尤 其 是 圆 ， 他 因此 被 同僚 们 称 为 贺 的 求 
积 者 〈 结 果 证 明 ， 对 圆 求 积 时 ， 他 的 方法 是 错 的 )。 他 的 主要 著作 Opas 
Seo1aetyricaza GUaC1ati1jae cizceaifietsecfiopaa coni (1647 年 ) 是 在 1631 年 瑞 
典 军 队 迫 近 ， 他 仓皇 逃离 布拉格 时 留 下 的 成 千 上 万 张 手稿 组 成 ， 所 有 这 
些 文稿 都 因 他 的 一 位 同事 抢救 和 保管 才 得 以 10 年 后 完 辟 归 赵 。 公 开发 表 
的 滞后 使 得 圣 。 文 森 特 难以 确立 他 百 分 百 的 首创 地 位 ， 但 他 似乎 是 第 一 
个 注意 到 这 一 规律 的 人 : 在 z=-1 时 ， 用 于 计算 双 曲 线 下 投影 面积 的 所 
有 长 方形 都 有 着 相同 的 面积 。 事 实 上 《参见 图 7-8)， 从 N 点 开始 ， 相 邻 
的 各 长 方形 ， 其 宽 分 别 为 a-ear =al-m, ar -ar =ard- 六 …， 而 在 点 
NN，MH,， ZL，… 处 相应 的 高 分 别 为 中 =l/a ，(or) =L/ar ， 
(ar =1/a ，…。 所 以 ， 相 应 的 面积 则 为 al- 瓦 xl/a=1-7 ， 
ard -xl/ar=1-r， 等 等 。 这 也 就 意味 着 ， 当 距离 从 0 开始 按 几 何 级 数 
增长 时 ， 相 应 的 面积 也 以 等 增 量 增长 ， 而 这 一 规律 即使 在 >->1 的 极限 情 
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况 下 《〈 也 就 是 将 不 连续 的 长 方形 转变 为 连续 的 双 曲 线 型 ) 也 依然 成 立 。 
这 转 而 表明 了 面积 与 下 离 之 间 的 关系 符合 对 数 形式 。 更 确切 地 说 ， 如 果 
用 4(0 来 表示 双 曲 线 在 固定 参考 点 x> 0 (通常 我 们 都 选择 x=1 1) 至 可 
变 点 x=f 范围 内 的 投影 面积 ， 那 么 就 可 以 得 到 4(D0 =1lg 上 。 圣 ， 文 森 特 
的 一 位 学 生 阿 方案 。 安 东 " 赛 瑞 萨 〈Alfonso Anton de Sarasa，1618 一 1667) 
详细 地 记 下 了 这 一 关系 站， 这 也 是 人 们 第 一 次 运用 对 数 函 数 ， 而 在 此 之 
前 对 数 主要 被 视 为 一 种 计算 方法 。 加 





图 7-8 将 费 马 的 方法 应 用 于 双 曲 线 。 圣 。 文 森 特 注意 到 ， 当 长 方 
形 宽 的 长 度 形成 几何 级 数 时 ， 这 些 长 方形 的 面积 相等 。 因 
此 ， 面 积 与 水 平 距离 的 对 数 是 成 比例 的 
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图 7-9 George Cheyene 的 Ppiiosoppical Pripciples or Religio 
(伦敦 ，1734) 中 讨论 双 曲 线 求 积 问题 的 一 页 


因此 ， 在 古 希 腊 人 首次 遇 到 这 个 问题 的 两 千年 后 ， 双 曲线 的 求 积 工 
作 终 于 完成 了 。 只 不 过 ， 还 有 一 个 问题 没有 得 到 解 次 : 公式 4(D= 过 上 确 
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实 能 用 以 为 变量 的 族 数 来 计算 双 曲 线 投 影 面 积 ， 但 它 不 适合 用 于 数字 化 
的 计算 ， 因 为 没有 指定 的 底数 。 要 使 得 这 一 公式 更 具 实用 性 ， 我 们 必须 
选择 一 个 底数 。 可 以 采用 任意 底数 吗 ? 答案 是 “不 行 ”， 因 为 双 曲 线 
=1/xz 及 其 下 的 投影 面积 〈 比 如 说 在 x=1 到 x= 上 范围 内 ) 与 底数 的 选 


应 关系 为 4= 对 * ， 但 是 我 们 并 不 能 任意 选择 系数 天 的 值 。.》 因此， 一 定 
存在 某 个 特定 的 “自然 ”底数 可 以 数字 化 地 确定 这 一 面积 关系 。 我 们 将 
会 在 第 10 章 看 到 ， 这 一 底数 就 是 数字 e。 

到 了 16 世 纪 中 时， 积分 的 主要 思想 已 经 在 当时 的 数学 界 普及 。 旬 尽 
管 不 可 分 量 法 已 经 炭 炭 可 危 ， 但 它 还 是 被 成 功 地 用 于 一 大 批 的 曲线 和 苹 
方 体 计算 中 ， 而 阿 基 米 德 的 穷尽 法 则 以 其 修正 后 的 现代 面孔 解决 了 曲线 
家 族 =x" 的 求 积 问题 。 但 是 ， 虽 然 这 些 方法 都 被 成 功 应 用 于 某 些 方面 ， 
但 它们 并 没有 融合 为 一 个 统一 的 系统 ; 每 种 问题 都 需要 一 个 不 同 的 方法 ， 
而 成 功 与 和 否 还 取决 于 几何 技巧 、 代 数 技巧 以 及 幸运 女神 的 眷顾 。 这 时 ， 
所 需要 的 是 一 个 通用 而 系统 的 程序 ， 即 一 套 可 以 简单 而 有 效 地 解决 这 些 
问题 的 对 数 法 则 ， 这 是 由 牛顿 和 莱 布 尼 茨 联合 贡献 的 。 

.注解 与 来 源 ) 

[1] 在 这 本 书 的 印刷 过 程 中 ， 有 报道 称 普 林 斯 顿 大 学 的 Andrew Wiles 最 终 成 
功 地 证 明了 这 一 定理 (《 纽 约 时 报 》，1993 年 6 月 24 日 ) 。 当 时 他 那 尚未 公开 发 
表 的 200 页 证 明 稿 ， 一 定 在 确定 可 以 证 明 这 一 问题 之 前 得 到 了 非常 严格 的 复查 。 

[2] See Ronald Calinger，ed.，Ciassics or Matjeraatics (Oak Park, 则 .: Moore 
Publishing Company, 1982), pp. 3360-338。 

[3] 我 们 前 面 提 到 的 那 位 将 r 表 达 为 无 限 次 乘积 方式 的 约翰 ， 瓦 利 斯 ， 也 在 
相同 时 间 独 立地 得 到 了 与 费 马 相同 的 结果 。 在 ?为 正 整数 时 的 公式 已 经 为 几 位 更 
时 的 数学 家 们 所 知晓 ， 其 中 包括 Bounventura Cavajlieri 〈 约 1598 一 1647) ，Gilles 
Persone de Roberval (1602 一 1675) 以 及 Evangelista Torricelli 《1608 一 1647) ， 他 
们 都 是 不 可 分 量 法 的 先行 者 。 关 于 这 个 主题 可 以 参考 D. J Struik 主 编 的 4 Sozrce 
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Boo5 六 Matpetaaticy 1200-1800(CCambridge, Mass,: Harvard University Press, 1969), ch. 4。 

[4] 实际 上 ， 对 于 哺 = - 凡 ， 等 式 @) 给 出 了 一 个 带 有 负 号 的 面积 。 这 是 因为 
函数 y=x 关 在 2>0 时 随 着 zx 递增 ， 而 在 < 0 时 随 着 x* 递 减 。 然 而 ， 只 要 我 们 将 
面积 着 成 是 一 个 绝对 值 (如 同 我 们 处 理 距 离 那 样 ), 这 一 负 号 就 变 得 不 再 重要 了 。 

[5] 费 马 和 瓦 利 斯 都 将 等 式 (2) 推 广 到 了 产 为 分 数 P/19 的 情形 。 

[6] Calingemn ed., Cessics of Matjpernaatics,p, 337。 

[7 Margaret E. Baron, THe Origipns of tpe 训 finaitesipaal Calczjas (1969: rpt. New 
York: Dover, 1987)，p: 147。 

[8] 关于 双 曲 线 投影 面积 及 其 与 对 数 的 关系 ， 可 以 参考 Julian Lowell Coolidge 

的 7He Weatpemaatics or Creal Amateurs(1949: rpt. New York: Dover，1963)，pp. 

141-146。 

[9] 微分 的 起 源 将 会 在 下 一 章 中 讨论 。 
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2 本 -人 人 外 2 





四 <( 牛 额 的 ) 狼 特 天 赋 就 是 能 多 在 脑 中 一直 记 住 一个 智力 题 ， : 
; 直至 解 出 它 包 。” <。 
一 约 葵 ， - 梅 纳 提 ， 凯恩斯 (Jobn Maynard Keynes) : 


艾 萨 克 。 和 牛顿 于 1642 年 〈 伽 利 略 去 世 的 那 一 年 ) 的 圣诞 区 《〈 按 照 罗 
马 人 血 略 历 计算 ) 出 生 于 英格兰 林肯 郡 的 沃 尔 索 普 村 。 关 于 这 一 巧合 有 一 
种 说 法 : 半 个 世纪 前 伽利略 建立 了 力学 的 基础 ， 而 牛顿 则 在 此 基础 上 建 
立 了 用 于 描述 宇宙 的 伟大 的 数学 语言 。 描 述 牛顿 的 语句 中 ， 没 有 哪 条 比 
圣经 中 的 诗句 更 具 先 见 之 明了 : 一 代 过 去 ， 一 代 又 来 ， 地 球 却 永 存 〈 传 
道 书 1:4》 D。 

牛顿 童年 时 代 早 期 的 生活 被 家 庭 厄运 的 阴影 毛 笼 章 着。 他 的 父亲 在 
他 出 生前 几 个 月 去 世 了 ， 很 快 ， 母 亲 改 嫁 ， 但 没 过 太 和 久 她 的 第 二 任 丈 夫 
也 离 之 而 去 。 年 幼 的 牛顿 被 交 给 了 他 的 外 祖母 抚养 。 牛 顿 在 十 三 岁 时 吏 
被 送 往 文法 学 校 学 习 希 腊 语 、 拉 丁 语 ， 但 只 学 了 很 少 一 点 数学 。1661 年 ， 
他 进入 剑桥 大 学 三 一 学 院 学 习 ， 此 后 , 他 的 生活 进入 了 一 个 崭新 的 阶段 。 

作为 一 名 大 一 新 生 ， 他 那 时 学 习 的 还 是 一 些 传 统 的 课程 ， 主 要 是 语 
言 、 历 史 和 宗教 。 我 们 无 法 确切 知晓 他 的 数学 兴趣 是 何 时 以 何 种 方式 被 
激发 的 。 他 自学 了 一 些 数 学 名 著 : 欧 几 里 得 的 《几何 原本 入 币 卡 儿 的 《 几 
何 学 》、 沃 利 斯 的 《无 穷 算术 》 以 及 韦 达 和 开 普 勤 的 著作 。 这 些 书 都 非常 
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深奥 难 慌 ， 即 使 是 在 这 些 书 中 的 大 部 分 内 容 已 广为人知 的 今天 。 当 然 ， 
在 那个 只 有 少数 人 懂 数 学 的 时 代 ， 知 晓 这 些 著 作 内 容 的 人 少 之 又 少 。 牛 
顿 自 学 这 些 著作 时 没有 任何 外 界 帮 助 ， 朋 友 中 几乎 也 无 人 可 以 分 享 他 
的 思想 。 这 为 他 后 来 成 为 一 位 隐士 般 的 天 才 创 造 了 条 件 ， 他 几乎 不 需 
要 外 界 的 灵感 就 能 完成 伟大 的 发 现 。 已 

1665 年 ， 牛 顿 23 岁 ， 一 场 瘟疫 导致 咎 津 大 学 闭 校 停课 。 对 大 部 分 同 
学 而 言 ， 这 就 意味 着 他 们 正常 学 业 的 中 断 ， 甚 至 可 能 毁坏 他 们 未 来 的 职 
业 生 涯 ， 但 于 牛顿 却 截 然 相 反 。 他 回 到 了 林肯 郡 的 家 中 。 在 那里 整整 两 
年 ， 他 的 思想 自由 驰 对 ， 而 他 自己 的 宇 定 观 也 在 此 期 间 逐 渐 形成 。 这 上 段 
“ 流 金 岁 月 ”(prime years， 用 他 自己 的 话说 ) 是 他 一 生 中 最 多 产 的 时 期 ， 
而 它们 也 将 改变 “科学 ”这 门 学 科 。 癌 

牛顿 在 数学 上 的 第 一 个 重要 发 现 与 无 穷 级 数 有 关 。 第 4 章 中 介绍 过 ， 
(c+z 的 展开 式 在 z 为 正 整 数 时 包含 有 zz+1 项 ， 而 这 些 项 的 系数 可 以 根 
据 帕 斯 卡 三 角形 获得 。 在 1664 年 与 1665 年 之 交 的 那个 冬天 ， 和 牛顿 将 展开 
式 推广 到 z 为 分 数 的 情形 。 在 接 下 来 的 那个 秋天 ， 他 完成 了 z 为 负数 时 
的 展开 式 。 然 而 ， 对 这 几 种 情形 而 言 ， 展 开 式 均 涉及 无 穷 多 项 ， 也 就 构 
成 了 无 穷 级 数 。 为 了 解 这 点 ， 让 我 们 将 帕斯卡 三 角形 写成 与 以 前 我 们 所 
看 到 的 略 有 不 同 的 形式 : 


Hp=0: 1 0 0 0 0 0 
H1=l: ] 1 0 0 0 0 
1p=2: 1 2 1 00 0 
1=3: 1 3 3 1 0 0 
1=4: ] 4 6 4 1 0 


(这 一 “阶梯 ”版 的 三 角形 首次 出 现 是 在 1544 年 迈克 尔 * 斯 带 弗 尔 的 
《整数 算术 》 中 ， 我 们 曾 在 第 1 章 中 提 及 此 书 。) 大 家 都 还 记得 ， 将 任意 一 
行 的 第 了 项 值 与 第 /六 1 项 值 相 加 就 可 以 得 到 下 一 行 中 第 7 项 的 值 ， 所 形 
成 的 路 径 大 致 为 义 。 其 中 每 行 结尾 的 0 意味 着 展开 式 是 有 限 的 。 为 了 解 
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决 为 负 整 数 的 情形 ， 牛 顿 反 其 道 而 行 ， 得 到 了 反 向 〈 向 上 ) 的 扩展 表 ， 
将 某 一 行 中 第 7 项 的 值 减 去 上 一 行 中 第 /1 项 的 值得 到 上 一 行 中 第 7 项 
的 值 ， 所 形成 的 路 径 为 所 。 已 知 每 一 行 的 第 一 项 都 是 1， 他 得 到 了 如 下 的 
和 矩阵 : 


1=-4: 1 -4 10-20 35-36 84 … 
PH=-3: 1] -3 6-10 13-21 28 … 
1H=-2: 1] -2 3 -4 3 -6 7 
1H=-]: 1 -1 1-L 1 -1 1 
1=0 0000 0 0 0 
=: ]】 100 0 0 0 
-2 1 2 100 0 0 
1=-3: 1 3 3 1 0 0 0 … 
Hp=4: 1] 4 60604341 0 0 … 


举 个 例子 ， 在 呈 -4 所 对 应 的 行 中 ， 数 字 84 就 是 由 和 它 下 一 行 中 的 28 减 
去 它 左边 的 -$6 所 得 28- -5$6) =84。 反 向 扩展 的 后 果 之 一 就 是 :， 当 z 
为 负 整数 时 ， 展 开工 作 没 有 止境 ， 我 们 会 得 到 一 个 无 限 序列 ， 而 非 有 限 
和 。 

至 于 7 为 分 数 的 情形 ,牛顿 仔细 研究 了 帕斯卡 三 角形 中 数字 的 形式 ,直到 
可 以 “ 读 懂 字 里 行 间 的 意思 ” 然后 在 其 中 插入 ma=1/2，3/2 ，5$/12… 时 的 
系数 。 例 如 ， 在 z=1/2 时 ， 他 得 到 系数 1, 1/2，--1/8, 1/16, -- 5/218, 7/256…' 。 四 
所 以 (+ (也 就 是 VI+x ) 的 展开 式 用 无 穷 级 数 可 以 表示 为 
1+(UMV2)x-( 人 (82 +(716) 拉 -(31128)x 上 (771256) 和 2 一 + 。 

牛顿 并 没有 证 明 他 所 得 到 的 2 为 负 整 数 和 分 数 时 的 二 项 式 展开 表达 
式 ， 他 只 是 归纳 了 一 下 。 为 了 复查 这 些 结果 ， 他 将 (1+ 妆 一 展开 式 的 序 
列 逐 项 相 乘 ， 令 他 欣慰 的 是 ， 最 终 的 结果 是 1+xz。 铝 另 一 条 暗示 他 的 方法 
基本 对 路 的 线索 是 ， 在 =-1 时 ， 帕 斯 卡 三 角形 中 的 各 系数 分 别 为 1，-1 
1，-1，…。 如 果 我 们 用 这 些 系数 来 展开 表达 式 (1+ 好 ” ， 就 可 以 得 到 无 
穷 级 数 : 
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1 一 X 十 头 一 类 十 一 … 

这 就 变 成 了 一 个 简单 的 无 穷 几 何 级 数 ， 起 始 项 为 1， 而 公 比 为 -x 。 
初等 代数 告诉 我 们 ， 如 果 公 比 在 -1 与 1 之 闻 ， 那 么 序列 一 定 收 敛 于 
1/〈1+x)。 所 以 牛顿 确定 ， 他 的 推断 至 少 对 于 这 种 情况 是 成 立 的 。 同 时 ， 
它 也 给 牛顿 提 了 一 个 柄 : 不 能 像 处 理 有 限 序列 那样 处 理 无 穷 级 数 ， 因 为 
在 这 个 问题 中 收敛 性 是 至 关 重 要 的 。 他 并 没有 使 用 “收敛 ”这 个 词 ， 
为 当时 极限 和 收敛 的 概念 还 没有 出 现 ， 但 是 他 清楚 地 意识 到 ， 要 使 结果 
正确 ，x 必 须 足 够 小 。 

后 来 牛顿 将 他 的 二 项 式 展开 式 表示 为 : 

(P+PD) ”= Pr+2ax40+-2xBO+ 天 xCO+:… 


到 开 





其 中 4 表示 展开 式 中 的 第 一 项 〈 也 就 是 P* )，8 为 第 二 项 ， 如 此 等 
等 〈 这 与 第 4 章 中 的 公式 是 等 价 的 )。 尽 管 牛 顿 1665 年 就 有 了 这 一 公式 ， 
但 直到 1676 年 ， 生 顿 为 了 回应 菜 布 尼 蒋 对 这 一 问题 的 询问 时 ， 才 在 给 皇 
家 学 会 秘书 亨利， 奥 尔 登 伯 格 〈Henry Oldenburg) 的 信 中 公布 了 这 一 公 
式 。 牛 顿 公 开 其 发 现时 拖 拖 拉 拉 的 行为 成 为 他 一 生 的 标志 ， 这 也 给 他 和 
莱 布 尼 茨 带 来 痛苦 的 争论 : 谁 才 是 首先 发 明 微 积 分 的 人 。 

牛顿 用 他 的 二 项 式 理论 将 各 种 曲线 表示 为 变量 x 的 无 穷 级 数 方程 ， 
用 今天 的 话说 ， 就 是 变量 x 的 指数 序列 。 他 把 这 些 序列 简单 地 看 做 多 项 
式 ， 并 按照 代数 中 的 常规 法 则 运算 。( 现 在 我 们 都 知道 ， 这 些 法 则 对 无 穷 
级 数 并 非 总 是 成 立 的 ， 但 牛顿 并 没有 意识 到 这 种 内 在 的 差别 。) 将 费 马公 
式 xza+T 应 用 到 序列 中 的 每 项 《用 现代 语言 描述 ， 就 是 逐 项 积分 )， 
牛顿 实现 了 对 许多 新 曲线 的 求 积 。 

牛顿 对 方程 (xc+D7=1 特 别 感 兴趣 ， 这 一 方程 的 曲线 如 图 8-1 所 示 ， 
它 也 是 双 井 线 ， 只 不 过 是 由 标准 双 曲 线 妙 =1 向 左 平移 了 一 个 单位 得 到 
的 。 如 果 我 们 将 方程 写成 y>=1Mxz+TD=U+ 如 的 形式 ， 并 将 它 以 x 的 乘 
方 展 开 ， 就 可 以 得 到 前 面 的 序列 1-x+z2 - 妇 +-…。 午 顿 已 经 注意 到 
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圣文森特 的 发 现 ， 双 曲线 了 =1/x 与 x 轴 在 x=1 至 x= 上 范围 内 所 构成 
图 形 的 面积 ， 即 1g ! 。 这 就 意味 着 ， 双 曲线 了 7 =1/Mxz+D 与 了 轴 在 x=0 至 
x=t 范围 内 所 构成 图 形 的 面积 〈《 如 图 8-1 所 示 ) 为 lg CC+D 。 所 以 将 等 式 
(十 z” =1 一 X 十 和 关 一 妈 十 一 人 
的 每 一 项 都 用 费 马公 式 代 入 ， 并 考虑 相应 图 形 面积 相等 的 条 件 ， 牛 顿 发 
现 了 著名 的 序列 
lg (DO= 人 与 + 生生 + 
这 一 序列 在 -1<! 丢 1 时 是 收敛 的 ， 并 且 理 论 上 它 可 用 于 计算 任何 数 
的 对 数 ， 虽 然 这 一 序列 收敛 的 缓慢 使 得 该 方法 并 没有 太 多 的 实用 价值 。 
中 这 次 牛顿 依然 保持 了 他 一 贯 的 风格 ， 没 有 公开 他 的 发 现 ， 不 过 这 次 他 
有 一 个 很 好 的 理由 。1668 年 ， 尼 十 拉 斯 。 麦 卡 托 (Nicolaus Mercator， 约 
1620 一 1687 世 9， 出 生 于 荷 尔 斯 泰 因 ， 之 后 去 了 丹麦 ， 并 在 英格兰 度 过 了 
他 大 部 分 的 时 间 ) 发 表 了 《对 数 法 》， 这 一 序列 在 其 中 首次 亮相 〈 圣 。 文 
森 特 也 独立 发 现 了 这 一 序列 )。 当 阅读 到 麦 卡 托 的 文章 时 ， 牛 顿 有 些许 失 
落 ， 觉 得 理应 属于 他 的 荣誉 被 麦 卡 托 生 生 夺 走 了 。 人 们 可 能 觉得 这 一 小 
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图 8-1 双 曲 线 ) 天 LUGe+1 在 盖 0 至 二 范围 内 的 面积 为 lg (上 t+]1) 
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插曲 会 让 牛顿 将 来 公开 他 的 新 发 现时 迅速 一 些 ， 但 事实 并 非 如 此 。 从 那 
以 后 ， 牛 顿 只 向 他 封闭 的 朋友 圈 和 同事 们 透露 他 的 工作 。 

对 数 系列 的 发 现 征 程 中 还 有 另外 一 位 战士 。 在 麦 卡 托 发 表 其 作品 的 
那 一 年 ， 英 国 皇 家 学 会 创始 人 及 首 任 会 长 威廉 。 布 隆 科 尔 (William 
Brouncker, 约 1620 一 1684) 则 明确 地 将 双 曲 线 >=1Mxz+D 与 zx 轴 在 x=0 
至 x=+ 范围 内 所 构成 图 形 的 面积 表示 为 无 穷 级 数 
1-1/2+1/3-174+-…， 即 无 穷 级 数 1/4x2)+1M3x4)+LIMLSx6)+… 【后 
面 这 个 序列 是 通过 对 前 一 序列 相 邻 项 相 加 所 得 到 的 )。 这 一 序列 是 麦 卡 托 
序列 在 上 =1 时 的 特例 。 实 际 上 ， 布 隆 科 尔 选 取 了 序列 中 相当 多 的 项 并 对 
它们 求 和 ， 从 而 得 到 了 值 0.693 147 09， 这 个 值 被 认为 是 与 lg 2 的 值 “ 成 比 
例 的 ?。 现 在 我 们 都 知道 ， 所 谓 的 “成 比例 的 ”实则 上 就 是 相等 的 ， 这 主 
要 是 由 于 在 双 曲 线 求 积 问题 中 出 现 的 对 数 是 自然 对 数 ， 即 对 数 的 底 为 党 
数 e。 

在 徽 积 分 发 明之 前 ， 类 似 于 谁 先 发 现 对 数 序列 这 样 的 困 巧 问题 非常 
普通 ， 因 为 当时 有 很 多 的 数学 家 都 在 独立 地 对 相近 的 想法 进行 研究 ， 并 
最 终 得 到 相同 的 结果 。 许 多 这 样 的 发 现 都 没有 正式 地 在 图 书 或 期 刊 中 发 
表 过 , 仅仅 是 通过 小 册子 流通 或 者 同事 或 学 生 之 间 的 私人 信件 之 间 传 播 。 
牛顿 就 以 这 种 方式 公布 过 他 的 许多 发 现 ， 而 这 种 方式 给 他 自己 带 来 了 不 
幸 的 后 果 ， 更 给 整个 科学 界 造成 了 损失 。 幸 运 的 是 ， 对 数 序列 的 发 现 并 
没有 引起 什么 了 不 起 的 争论 ， 因 为 在 牛顿 的 脑海 中 已 经 初步 形成 了 一 项 
更 为 伟大 的 发 现 : 微 积 分 。 

微 积分 的 英语 单词 “caleulus” 是 短语 “differential and integral catculus” 
〈 意 即 微分 与 积分 》 的 简写 ， 也 写作 infinitesimal calculus， 它 包括 两 门 主 
要 分 支 。 但 就 微 积 分 的 单词 “calculus” 本 身 而 言 ， 它 与 这 一 特定 的 数学 
分 支 之 间 并 没有 什么 关系 ; 从 广义 上 讲 ， 它 指 的 是 对 数学 对 象 的 系统 操 
作 ， 不 管 是 数字 还 是 抽象 的 符号 。 在 拉 了 于 语 中 “calculus” 一 词 表 示 狼 卵 
石 ， 和 在 数学 中 出 现 则 与 利用 鹅卵石 〈 这 是 大 家 熟悉 的 算盘 的 雏形 ) 估 
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算 有 关 。 这 一 单词 的 词根 是 “calc” 或 “calx”， 与 此 同时 ， 单 词 “calcium” 
( 钙 ) 和 “chalk”( 白 垩 ) 也 由 此 派生 出 来 。 对 单词 “calculus” 的 严格 定 
义 《 微 分 与 积分 ) 则 得 益 于 表 布 尼 菩 。 和 牛顿 从 未 使 用 过 这 个 单词 ， 他 更 
乐意 将 他 的 发 明 称 为 “ 流 数 方法 ”(method of fluxions)。 

微分 主要 的 研究 对 象 是 “变化 ”， 更 具体 地 说 是 变量 的 变化 率 。 我 们 
身边 的 大 多 数 物 理 现 象 都 涉及 随时 间 变 化 的 量 , 比如 运动 中 汽车 的 速度 ， 
温度 计 上 温度 的 读数 或 者 电路 中 的 电流 。 现 在 我 们 将 诸如 此 类 变化 的 量 
称 为 变量 ， 牛 顿 则 称 为 流 。 微 分 与 变量 的 变化 率 有 关 ， 用 牛顿 的 表示 微 
分 就 是 给 定 变数 的 流 数 。 他 对 名 词 的 选择 反映 了 他 工作 时 的 想法 。 和 牛顿 
不 仅仅 是 一 位 数学 家 ， 更 是 一 位 物理 学 家 。 他 的 宇宙 观 是 动态 的 ， 即 任 
何事 物 都 因 受 某 已 知 力 的 作用 而 处 于 连续 的 运动 状态 。 这 一 观点 当然 不 
是 牛顿 首创 的 ， 为 了 解释 各 种 因 受 力 而 产生 的 运动 的 党 试 ， 可 以 追 漳 到 
古代 ， 并 在 17 世 纪 初 伽利略 建立 力学 基础 时 达到 阁 峰 。 但 是 牛顿 却 将 各 
种 已 知 的 现象 归纳 成 一 个 统一 而 重要 的 理论 一 一 万 有 引力 定律 ， 这 一 成 
果 于 1687 年 首次 发 表 于 他 的 著作 《自然 哲学 的 数学 原理 》(Ppiiosopjiae 
Nateralis Pripcipia Matperaatica) 中 。 尽 管 他 的 发 明 与 他 的 物理 工作 并 不 
直接 关联 (他 很 少 在 《自然 哲学 的 数学 原理 》 中 运用 它 ， 并 且 会 在 运用 
到 它 的 时 候 用 几何 形式 仔细 推导 馈 )， 但 这 毫 不 影响 他 的 动态 宇宙 观 。 

牛顿 对 偏差 的 观点 是 要 考虑 与 一 个 等 式 相 关 的 两 个 变量 ， 例 如 
= 六 《现在 我 们 将 这 种 关系 表达 式 称 为 函数 ， 为 了 表示 }》 是 xx 的 困 数 ， 
通常 写成 ?= /Co )。 在 我 们 的 抛物 线 例子 中 ， 这 样 的 关系 以 图 形 的 形式 
展现 在 zo 平面 上 。 和 牛顿 将 函数 的 图 形 视 为 由 点 P(x, 妇 运动 时 所 产生 的 曲 
线 。 既 然 点 己 的 轨迹 形成 了 曲线 ， 那 么 x 和 了 的 坐标 值 均 随 着 时 间 变 化 。 
这 里 , 时 间 被 视 为 以 一 定 速率 而 形成 的 “ 流 ”(Cflow), 这 也 是 单词 “fluent” 
的 来 历 。 现 在 ， 和 牛顿 着 手 去 寻找 x 和 ]) 坐标 值 均 随 着 时 间 变 化 的 固定 比 
值 ， 也 就 是 它们 的 流 数 。 他 将 x (9) 的 相 邻 两 个 坐标 值 之 间 的 距离 除 以 时 
间 间 隔 ， 从 而 得 到 差异 值 或 变化 值 。 最 终 ， 至 关 重 要 的 一 点 是 将 间隔 时 
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间 设 为 0， 或 者 更 准确 地 ， 假 设 它 无 限 小 ， 小 得 完全 可 以 忽略 。 

让 我 们 来 详细 了 解 一 下 函数 y= 疡 。 假 设 有 一 个 小 的 时 间 间 隔 《〈 实 
际 上 牛顿 用 的 是 字母 0 ， 但 由 于 它 与 数字 0 太 相 近 ， 我 们 用 < 来 代替 )， 
在 这 一 时 间 间 隔 里 ，x 垦 标 值 的 变化 量 为 妈 ， 其 中 六 是 牛顿 对 x 的 变化 
率 或 流 数 的 记 法 〈 也 就 是 常 说 的 “点 记 法 洲 。》 的 变化 类 似 地 可 表示 为 
JE 。 分 别 将 x+ 证 以 及 yy+3 代入 等 式 y= 六 中 的 xx 和) ， 得 到 
?+ye=(z+XE1 = 和 +2x(EI+(E7 。 由 于 7 = 和 六， 我 们 可 以 分 别 消去 
等 式 左边 的 》 和 右边 的 三 ,从 而 得 到 因 =2x(zE)+(e)”。 两 边 都 除 以 = ， 
就 有 ?= 2 巡 +22e 。 最 后 一 步 是 令 e 等 于 0， 于 是 得 到 = 2 帮 。 这 就 是 
两 个 数 zx 和] 上 所 对 应 的 流 数 之 间 的 关系 ， 用 现代 数学 语言 表述 就 是 : 将 
变量 x 和 ) 看 做 时 间 函 数 时 ， 变 量 x 和 ? 的 变化 率 之 间 的 关系 。 

牛顿 给 出 了 好 几 个 例子 来 前 述 他 的 “ 流 数 法 ”。 这 种 方法 是 完全 通用 
的 ， 可 以 被 用 于 以 等 式 关 联 的 任意 两 个 数 的 运算 。 通 过 上 述 过程 ， 人 大 们 
可 以 得 到 原始 变量 所 对 应 的 流 数 或 变化 率 之 间 的 关系 。 读 者 可 以 练习 计 
算 一 下 牛顿 的 一 个 例子 ， 即 三 次 方程 刀 -ax +ag 一 =0。 这 一 等 式 所 
对 应 的 x 和 》 流 数 的 关系 式 是 : 

3X ?一 26 十 GD 十 ao 一 372 六 =0 

这 个 等 式 比 抛物 线 的 情形 要 复杂 许多 ， 但 举 这 个 例子 的 目的 是 :让 
我 们 能 够 计算 出 曲线 上 任意 一 点 P(x, 妇 中 变量 x 和 ) 的 变化 率 之 间 的 关 
系 〈x 随 ?变化 和 ) 随 xz 变化 )。 

但 这 种 流 数 法 的 作用 不 仅仅 是 寻找 变量 随时 间 变 化 的 变化 率 之 间 的 
关系 。 如 果 将 > 和 x 的 流 数 相 除 (也 就 是 计算 比值 了 /)， 就 可 以 得 到 
随 x 变 化 的 变化 率 。 而 这 个 值 有 一 个 简单 的 几何 含义 ， 它 可 以 得 出 每 一 
点 上 曲线 的 陡峭 程度 。 更 确切 地 讲 ， 比 值 了 / 关 代 表 的 是 曲线 上 的 点 
P(x 念 所 对 应 切线 的 斜率 ， 所 谓 斜 率 指 的 该 点 上 升 趋势 与 前 进 趋势 的 比 
值 。 举 个 例子 ， 对 于 抛物 线 了 = 妃 而 言 ， 我 们 得 到 两 个 流 数 之 间 的 关系 
式 了 =2x 尽 ， 因 此 就 有 ?/=2x 。 这 也 就 意味 着 ， 抛 物 线 上 的 每 一 点 
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P(xz,7) 的 切线 斜率 值 都 是 该 点 x 坐标 值 的 两 倍 。 如 果 x=3 ， 斜 率 就 是 6; 
如 果 = -3 ， 斜 率 就 是 -6 (一 个 负 的 斜率 值 意味 着 当 x 从 左 至 右 变化 时 ， 
曲线 是 下 降 的 )， 如 果 x*=0， 斜 率 也 就 是 0 (这 意味 着 抛物 线 在 x= 0 处 
存在 一 条 水 平 的 切线 )， 如 此 等 等 〈 如 图 8-2 所 示 )。 


了 


图 8-2 ”抛物 线 产 刀 的 切线 


让 我 们 强调 一 下 最 后 一 点 。 尽 管 牛顿 将 * 和 》 看 成 随时 间 变 化 的 量 ， 
但 他 却 以 一 个 纯粹 的 几何 形式 来 解释 流 数 ， 而 这 与 时 间 并 无 关联 。 他 之 
所 以 需要 引入 时 间 的 概念 ， 只 是 因为 他 心理 上 需要 以 这 种 方式 来 表达 他 
的 这 种 想法 。 和 牛顿 将 他 的 方法 应 用 在 很 多 种 曲线 上 ， 去 计算 它们 的 斜率 、 
最 高 点 和 最 低 点 〈 最 大 值 和 最 小 值 )、 曲 率 〈 曲 线 改变 方向 的 比率 ) 以 及 
曲线 的 拐点 〈 曲 线 由 上 凸 变 成 下 四 或 下 凹 变 成 上 凸 的 点 ) 一 一 所 有 与 切 
线 有 关 的 几何 特性 。 正 由 于 与 切线 的 密切 关系 ， 给 定 变量 的 求解 流 数 的 
过 程 在 牛顿 时 代 也 常 被 称 为 切线 问题 。 今 天 ， 我 们 将 这 一 过 程 称 为 “ 微 
分 法 ” 而 函数 的 流 数 则 被 称 为 它 的 “导数 ”。 牛顿 的 点 记 法 也 不 复 存 在 ， 
只 有 在 物理 中 ， 这 种 记 法 才 会 偶尔 出 现 ， 而 大 多 数 情况 下 ， 现 在 都 是 采 
用 更 为 有 效 的 莱 布 尼 茨 微分 记 法 ， 这 种 记 法 会 在 下 一 章 中 会 介绍 。 
牛顿 的 流 数 法 并 不 能 完全 算是 一 个 新 概念 。 和 积分 运算 一 样 ， 它 曾 
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存在 过 一 段 时 间 ， 费 马 和 第 卡 儿 都 在 几 种 例子 中 运用 过 这 种 方法 。 生 顿 
这 一 发 明 的 重要 性 在 于 它 提 供 了 一 种 “通用 步骤 ”( 对 数 ) 来 求解 几乎 任 
何 函 数 的 变化 率 。 现 代 微 积分 学 课程 中 的 中 大 部 分 微分 规则 都 是 他 发 现 
的 。 例 如 ， 如 果 ”= 关 ， 那 么 就 有 了 = ax" 〈 其 中 必 可 为 任意 值 ， 正 数 
或 负数 、 整 数 或 分 数 ， 甚 至 无 理 数 )。 尽 管 他 的 先辈 们 已 经 铺 平 了 道路 ， 
但 是 牛顿 将 他 们 的 观念 转化 为 了 强大 而 通用 的 工具 ， 这 一 工具 随后 被 应 
用 到 几乎 所 有 科学 分 支 ， 并 获得 了 前 所 未 有 的 成 功 。 

接 下 来 ， 牛 顿 考 虑 的 是 切线 问题 的 逆 问题 : 给 定 流 数 ， 寻 找 变 量 。 
一 般 而 言 ， 这 是 一 个 复杂 得 多 的 问题 ， 如 同 除法 运算 要 比 乘法 运算 复杂 
得 多 ， 或 开 方 比 平 方 繁琐 得 多 。 对 于 简单 的 情形 ， 结 果 可 以 通过 “ 猜 ” 
得 到 ， 例 如 下 面 的 这 个 例子 。 给 定 流 数 关 系 了 = 2 不 ， 求 变量 》。 一 个 显 
而 易 见 的 答案 便 是 了 = 阅 ， 但 是 >= 刀 +S 和 ?= 和 2-8 同 样 是 答案 ， 或 者 
更 准确 地 说 是 = 六 +c， 其 中 c 是 任意 常数 。 原 因 在 于 ， 所 有 这 些 函 数 
的 图 形 都 是 通过 将 函数 = 六 的 图 形 上 下 移动 而 得 到 的 〈 如 图 8-3 所 
示 》 所 以 它们 对 于 同一 个 x* 值 有 同样 的 斜率 。 因 此 , 给 定 的 流 数 关系 对 





图 8-3 ” 淄 曲 线 上 下 移动 时 ， 切 线 斜 率 不 变 
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应 着 无 数 条 曲线 ， 而 它们 的 区 别 仅 在 于 对 应 的 常数 不 同 。 

正如 前 面 所 讲 ， 函 数 >= 产 的 流 数 关系 为 了 = zx“ 之， 和 牛顿 接 下 来 对 
这 一 公式 进行 逆 运 算 , 用 现代 的 语言 描述 就 是 : 如 果 流 数 关系 为 了 = zx， 
那么 相应 的 变量 函数 〈 将 后 面 的 常数 部 分 忽略 ) 就 是 = 关 ”/(z+D (我 
们 可 以 对 它 进行 微分 来 检验 这 一 结果 的 正确 性 ， 微 分 的 结果 就 是 
少 =2X)。 这 一 公式 不 仅仅 对 整数 的 z 值 有 效 ， 对 分 数 也 同样 适用 。 这 里 
列 出 牛顿 自己 的 例子 ， 如 果 》= 关 全 ， 那 么 = (213)z”。 但 这 一 公式 在 
8 =- 时 无 效 ， 因 为 此 时 的 分 母 变 成 了 0。 这 就 是 流 数 与 1/xz 成 比例 时 的 
情形 ， 也 是 费 马 当年 对 双 曲 线 求 积 时 遇 到 的 问题 。 牛 顿 知道 〈 待 会 我 们 
就 可 以 看 到 他 是 如 何 知道 的 )》 这 种 情况 的 结果 涉及 对 数 ， 他 将 它们 称 为 
“ 双 曲 对 数 ” 以 区 别 于 布 里 格 斯 的 “常用 对 数 ”。 

现在 ， 根 据 给 定 流 数 关 系 求 变 量 的 过 程 被 称 为 “不 定 积分 法 ”或 者 
“ 反 微 分 法 ” 而 对 某 一 给 定 函 数 积 分 的 结果 则 是 不 定 积分 , 或 反 导 数 ( 这 
里 “不 定 ” 指 的 是 存在 任意 常数 的 积分 解 )。 但 牛顿 并 没 局 限于 微分 和 积 
分 运算 规则 的 制定 。 让 我 们 回忆 一 下 费 马 关 于 曲线 了 = 阅 在 zx=0 到 某 个 
大 于 0 的 * 点 所 构成 的 区 域 面 积 的 表述 ， 它 是 用 xza+D 表示 出 来 的 ， 
这 与 函数 = xx 求 反 微分 时 所 得 到 的 表达 式 是 一 致 的 。 牛 顿 认 为 面积 与 
_ 反 微 分 之 间 的 关系 并 非 偶 然 。 换 言 之 ， 他 意识 到 微 积分 中 的 两 个 基本 问 
题 ， 即 切线 问题 和 面积 问题 ， 是 互 道 的 。 这 是 微分 学 和 积分 学 的 核心 。 

己 知 一 个 函数 = oo ， 我 们 可 以 定义 一 个 新 函数 4(0 来 表示 曲线 
Oo 从 某 个 固定 值 x 处 〈 比 如 x=a ) 到 某 个 可 变 值 x= 上 所 构成 的 图 形 
面积 〈 如 图 8-4 所 示 )。 我 们 将 这 个 新 的 函数 称 为 原 函 数 的 “面积 函数 ”。 
这 是 一 个 与 + 有 关 的 函数 ， 因 为 当 我 们 改变 上 值 时 《也 就 是 将 点 x= 上 向 
左 或 者 向 右 移动 )， 图 形 的 面积 也 会 随 之 变化 。 对 此 ， 和 牛顿 认为 : 在 每 一 
点 X-t 面积 子 数 随 ! 变 化 的 变化 率 与 原 函 数 在 该 点 的 值 是 相等 的 。 用 现代 
数学 表达 就 是 ，4(t) 的 导数 等 于 /0 。 但 换 而 言 之 ,这 句 话 的 意思 就 是 ， 
4() 本 身 是 函数 Ap) 的 一 个 反 导 数 。 因 此 ， 要 得 到 函数 y= A(9 下 的 投 
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影 面 积 ， 我 们 必须 找到 (xz) 的 反 导 数 〈 其 中 变量 ! 用 X 人 代替 了 )。 这 也 说 
明了 寻找 面积 函数 和 寻找 原 函数 这 两 个 过 程 是 互 道 的 。 现 在 ， 这 种 互 道 
的 关系 已 经 成 为 微 积分 基本 原理 而 为 大 家 熟知 。 尽 管 牛 顿 并 没有 对 二 项 
式 定理 给 出 正式 的 证 明 ， 但 他 却 完全 抓 住 了 它 的 本 质 。 和 牛顿 的 发 现实 际 
上 将 微 积分 的 两 个 分 支 合并 成 了 一 个 统一 的 领域 ， 而 在 此 之 前 这 两 个 分 
支 被 视 为 独立 且 不 相关 的 学 科 。( 这 一 基本 定理 的 证 明 纲 要 可 以 在 附录 3 
中 找到 。) 





图 8-4 ao 从 zx=a 到 xz=f 构 成 的 图 形 面 积 是 ! 的 函数 ， 用 4(0 表示 

让 我 们 举 个 例子 立 述 一 下 。 候 设 我 们 希望 找到 抛物 线 y= 关 从 二 =! 
到 x*=2 范 围 内 的 投影 面积 。 首 先 我 们 要 找到 = 疡 的 反 导 数 表达 式 。 我 
们 已 经 知道 巡 的 反 导 数 是 y= 关 /13+c (注意 这 里 用 常数 表示 多 个 解 的 用 
法 )， 因 此 面积 函数 就 是 40o = 妇 /3+c 。 为 了 确定 常数 c 的 值 ， 我 们 注意 
到 在 x*=1 时 的 面积 必定 为 0， 因 为 它 是 这 个 区 闻 的 起 点 ; 因此 就 有 
0=40=L/3+c=1/3+c， 从 而 得 到 c= -1/3 。 将 这 个 值 代 回 4(z 的 
等 式 中 ， 就 得 到 了 4( 人 = 妇 13-113 。 最 后 ， 将 x=2 代 入 到 后 一 个 等 式 
中 ， 得 到 4(2)=23713-1/3=8/3-13=7/3 ， 这 也 就 是 我 们 想 要 得 到 的 
面积 值 。 如 果 比 较 一 下 采用 穷尽 法 或 不 可 分 量 法 得 到 这 个 结果 时 要 花费 
的 精力 ， 我 们 便 会 由 衷 地 感激 积分 法 所 带 来 的 巨大 优势 。 


党 客 全 
4 4 4 的 


微 积 分 的 发 明 ， 是 继 两 千 多 年 前 欧 几 里 得 编写 他 那 本 经 典 几 何 学 方 
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面 的 《几何 原本 》 以 来 数学 史上 最 为 重要 的 事件 。 它 将 永远 改变 了 数学 
家 们 的 思考 和 工作 方式 , 而 它 强 大 的 功能 也 将 影响 几乎 所 有 的 科学 分 支 ， 
无 论 是 纯粹 的 还 是 应 用 的 。 然 而 ， 一 辈子 都 讨厌 与 他 人 辩论 的 牛顿 〈 他 
已 经 被 那些 批评 他 对 光 本 质 的 认识 的 声音 所 刺 痛 ) 并 没有 公开 他 的 发 现 。 
他 只 与 他 的 学 生 们 及 亲近 的 剑桥 同事 们 进行 非 正 式 的 交流 。1669 年 ， 他 
撰写 了 专著 《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 》(De draa1si per 4eqgruatiomes 
airero 7TErzzaiporza 1zjizritas )， 并 将 之 交 予 他 剑桥 的 老师 碌 同 事 艾 萨 
克 “。 巴 罗 (〈Jsaac Barrow，1630 一 1677)。 当 牛顿 刚刚 入 学 时 ， 巴 罗 担 任 
着 剑桥 大 学 的 首 任 数学 卢 卡 斯 教授 ， 他 所 讲授 的 兴学 和 几何 学 深 深 地 影 
响 了 这 位 年 轻 的 科学 家 。( 巴 罗 知 道 切 线 和 面积 问题 之 间 的 互 逆 关系 , 但 
他 并 未 认识 到 它 的 完整 意义 , 这 主要 是 因为 他 运用 的 是 严格 的 几何 方法 ， 
而 非 牛顿 的 分 析 法 。) 巴 罗 后 来 辞去 了 他 那 荣 汐 而 重要 的 职务 ， 表 面 上 是 
为 了 让 和 牛顿 接替 他 ， 但 更 可 能 是 因为 他 想 参 与 学 院 管理 及 政治 生活 〈 他 
所 在 的 职务 是 不 允许 他 这 人 么 做 的 ) 的 枝 心 。 受 到 了 书 罗 的 鼓励 , 牛顿 1671 
年 为 他 的 发 明 撰 写 了 改进 版 本 《 流 数 法 和 无 穷 级 数 》(ZDe metpodis 
seriera1za et jzixiozaza)。 直 到 1704 年 ， 这 一 著作 的 摘要 才 得 到 公开 ， 并 且 
只 是 作为 午 顿 主要 著作 《光学 》 的 附录 〈 当 时 ， 在 书 中 以 附录 的 形式 添 
加 一 段 与 书 的 主题 完全 无 关 的 内 容 的 做 法 非常 常 抑 ) 公开 。 但 是 ， 直 至 
1736 年 ， 也 就 是 牛顿 逝世 《享年 85 岁 ) 后 的 第 九 年 ， 这 一 学 科 的 完整 疼 . 
述 才 第 一 次 以 整 本 书 的 形式 发 表 了 。 

所 以 ， 半 个 多 世纪 以 来 ， 现 代数 学 中 最 为 重要 的 发 展 只 有 英格兰 剑 
桥 大 学 的 一 小 部 分 学 者 和 学 生 知 道 。 在 欧洲 大 陆 ， 微 积分 的 知识 及 用 法 
最 初 只 有 菜 布 尼 茨 和 贝 努 利 兄弟 理解 久 。 所 以 当 莱 布 尼 茨 〈 当 时 欧洲 最 
杰出 的 一 个 数学 家 和 哲学 家 ) 在 1684 年 首次 发 表 他 的 微 积分 时 ， 欧 洲 大 
陆 的 数学 家 们 中 几乎 没有 人 怀疑 他 的 原创 性 。 只 是 在 20 年 后 ， 人 们 才 开 
始 怀疑 菜 布 尼 茨 是否 借 鉴 了 牛顿 的 思想 。 至 此 ， 和 牛顿 拖延 鹏 作风 所 导致 
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的 后 果 也 暴露 无 遗 。 火 药 味 十 足 的 熟 先 熟 后 的 争论 给 科学 界 带 来 动荡 不 
安 的 影响 ， 即 使 是 两 百年 以 后 也 仍然 没有 平息 。 
| 注解 与 来 源 ， 

[1] 他 是 现代 社会 最 为 著名 的 科学 家 ， 他 的 生活 及 工作 的 每 一 方面 都 被 完整 
地 研究 和 记录 下 来 了 。 正 因为 如 此 , 本 章 中 关于 牛顿 的 数学 发 明 都 没有 给 出 明确 
的 参考 来 源 。 这 些 研究 牛顿 的 作品 中 ， 最 权威 的 式 怕 要 属 Richard S. Westfal 记 著 
的 包含 大 量 文献 的 Never at Rest 4 Biograpjiy of zsaac Newton 〔〈 人 剑桥， 剑桥 大 学 出 
版 社 ，1980) ， 以 及 D.T. Whiteside 编 辑 的 共 8 卷 的 7Fe Matpernatical Papers ofjsaac 
Nevwtonr〈 剑 桥 ， 剑 桥 大 学 出 版 社 ，1967 一 1984) 。 

[2] 我 们 会 想起 近代 社会 的 另外 一 个 隐士 阿尔 伯 特 。 爱 因 斯 坦 〈Albert 
Binstein》 。 后 来 ， 牛 顿 和 爱 因 斯 坦 二 者 的 社会 地 位 都 非常 显 炎 ， 并 且 都 在 他 们 
的 数学 成 果 日 趋 减 少时 ， 参 与 到 了 政治 和 社会 活动 中 。 在 牛顿 54 岁 那 年 ， 他 接受 
英国 皇家 造 币 厂 的 邀请 而 成 为 监督 官 ; 61 岁 时 ， 他 被 选 为 皇家 学 会 的 会 长 ， 并 担 
当 此 职 直 至 终老 。 在 爱 因 斯 坦 73 岁 时 ， 以 色 列 政府 邀请 他 担任 总 统 ， 不 过 他 拒 
绝 了 。 

[3] 我 们 再 次 想起 爱 因 斯 坦 。 爱 因 斯 坦 在 瑞士 伯 央 专利 局 享受 安逸 生活 时 ， 
形成 了 他 的 狭义 相对 论 。 

[4] 这 些 系数 可 以 写成 1, 112, -1/2X 和 ，(1X3y(C2X4Xg，-(1X3X5JW(CX4 
X6X8) …。 

[5$] 实际 上 ， 生 顿 使 用 过 QU - 关 ) 生 序列 ， 这 一 序列 可 从 序列 QG+z 2 中 通过 
将 x 替 换 为 -所 获得。 他 对 这 一 特定 序列 的 关注 归根 结 底 是 因为 ， 函 数 
2》=(U- 产 ) 二 实质 上 表述 的 是 单位 圆 阅 + 刀 =1 的 上 半 部 分 。 这 一 序列 早 就 被 所 
利 斯 所 邹 知 。 

[6] 然而 ， 这 一 序列 的 变 体 jg (+ 区 ML- 妇 =20c+ 和 13+ 和 15+ 在 ~1< 
x<l 时 收敛 得 更 快 。 

[7] 他 与 佛 兰 德 绘图 家 考 卡 托 〈Gerhardus Mercator，1512 一 1394， 落 名 的 麦 
卡 托 地 图 投影 的 发 明 人 ) 无 关联 。 

[8] 车 需 了 解 这 些 原因 ， 请 参考 W. W. Rouse Ball 的 4 Sport dccoxmt or ze 
Cistomy or Matpeaafics (1908; rpt New York: Dover, 1960), pp.336-337。 

[9] 同上 ，pp.269-370。 我 们 又 一 次 提起 爱 因 斯 坦 。 据 说 他 的 广义 相对 论 在 
1916 年 发 表 时 ， 仅 有 10 位 科学 家 能 够 理解 。 
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。 “如 果 我 们 一 定 要 限定 自己 只 能 使 用 一 种 记 法 系统 ,那么 无 
: 疑 菜 布 尼 茨 所 发 明 的 那个 系统 比 流 数 系统 更 介 芭 满 足 微 积 分 的 大 : 
证 分 电 求 ; 而 且 对 某 些 需求 〈 例 如 变 分 法 ) 而 言 它 几 乎 是 必 不 “ 1 
7 斯 。 鲍 尔 (W.W.RouseBal ) ，4Sjport4dccoxztoftpe 3 
Listory of Matjpernatics (1908)  : 
人 们 总 是 将 牛顿 和 沫 布 尼 茨 作为 微 积 分 的 发 明 者 而 放 在 一 起 谈论 。 
从 性 格 上 看 ， 这 两 个 人 之 间 没 有 一 点 相似 之 处 。 戈 特 弗 里 德 , 威 廉 . 凡 . 莱 
布 尼 茨 〈Gottfriend Wilhelm von Leibniz) 1646 年 7 月 1 日 出 生 于 莱比锡 。 
作为 哲学 教授 的 上 儿子， 年 轻 的 莱 布 尼 茨 表现 出 常人 无 与 伦比 的 聪明 才智 
与 好 育 心 。 他 的 兴趣 很 广泛 ， 除 数学 之 外 ， 他 的 兴趣 还 包含 语言 、 文 学 、 
法 律 以 及 最 感 兴趣 的 哲学 。( 牛 顿 除数 学 和 物理 学 之 外 的 兴趣 是 神学 和 
炼金 术 ， 他 在 这 两 门 学 科 上 花费 的 时 间 不 比 他 为 人 所 熟知 的 科学 工作 
少 。) 与 隐士 般 的 牛顿 不 同 ， 莱 布 尼 茨 乐于 与 人 打成一片 并 享受 生活 的 乐 
趣 。 他 终身 未 婚 ， 这 巩 怕 是 除数 学 兴趣 之 外 他 与 牛顿 之 间 唯 一 的 共性 了 。 
在 莱 布 尼 菩 对 数学 的 贡献 中 , 我们 需要 重点 指出 的 ,除了 微 积分 外 ， 
还 有 组 合 学 ， 以 及 他 对 二 进 制 数字 体系 〈 一 种 只 用 0 和 1 这 两 个 数 形成 的 
体系 ， 它 是 现代 计算 机 的 基础 ) 的 认 知 ， 另 外 他 还 发 明了 一 种 可 以 进行 
加 法 和 乘法 计算 的 计算 机 器 《帕斯卡 在 此 之 前 30 年 曾 发 明了 一 种 只 能 ; 
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行 加 法 计算 的 机 器 )。 作 为 一 名 哲学 家 ， 他 认为 世界 是 理性 的 ， 世 上 万 物 
皆 有 因 有 果 且 和 谐 融 洽 。 他 曾 试 图 建立 一 种 正式 的 尿 辑 体系 ， 其 中 所 有 
的 推理 均 由 规则 系统 的 计算 方式 所 完成 。 这 一 想法 提出 近 两 个 世纪 后 才 
被 英国 数学 家 乔治 。 布尔 〈George Boole，1815S 一 1864) 重 拾 并 开始 实 
现 ， 他 建立 了 现在 大 家 所 熟悉 的 符号 逻辑 。 从 这 些 看 似 无 关 的 兴趣 爱好 
中 我 们 可 以 发 现 一 个 共性 ; 对 形式 化 符号 体系 的 关注 。 在 数学 凸 ， 恰 当 
地 选择 符号 〈 一 种 记 法 系统 ) 几乎 和 它们 所 要 表示 的 主题 一 样 重要 ， 而 
微 积分 学 也 毫 不 例外 。 我 们 将 会 看 到 ， 对 形式 化 符号 体系 的 妙用 使 得 莱 
布 尼 茨 的 徽 积 分 比 牛 顿 的 流 数 学 更 具 优 势 。 

莱 布 尼 茨 早期 的 职业 是 法 律 和 外 交 。 德 国美 因 获 市 的 选 帝 修 聘 请 
他 从 事 这 两 项 职务 并 将 他 派 往 国 外 完成 各 种 各 样 的 任务 。1670 年 ， 由 于 
德国 媒 惧 法 国 路 易 十 四 的 进攻 , 外 交 官 莱 布 尼 蒋 提出 了 一 个 奇怪 的 点 子 : 
将 法 国人 的 注意 力 从 欧洲 转移 到 埃及 ， 在 那里 他 们 可 能 攻击 荷兰 在 东南 
亚 的 殖民 地 。 尽 管 这 一 计划 并 未 得 到 他 上 司 的 认同 ， 但 值得 一 提 的 是 ， 
在 一 个 世纪 后 ， 当 拿破仑 。 波 拿 巴 《Napoleon Bonaparte) 入 侵 埃 及 时 ， 
一 项 类 似 的 计划 却 的 的 确 确 被 实施 了 。 

尽管 与 法 国 的 关系 非常 紧张 ， 蘑 布 尼 茨 还 是 在 1672 年 抵达 巴黎 ， 并 
在 接 下 来 的 4 年 里 全 身心 地 享受 着 这 座 美 丽 的 城市 在 生活 福利 、 社交 和 知 
识 上 的 恩赐 。 在 那里 ， 莱 布 尼 茨 遇见 了 当时 欧洲 最 权威 的 数学 物理 学 家 
克里斯蒂 安 。 惠 更 斯 (Christiaan Huygens，1629 一 1695)， 惠 更 斯 鼓励 他 
学 习 几 何 学 。 随 后 ， 在 1673 年 1 月 ， 他 因为 外 交 任 务 而 前 往 伦 敦 ， 在 那里 
他 遇见 了 牛顿 的 几 位 同事 ， 其 中 包括 当时 皇家 学 会 的 秘书 亭 利 。 奥 尔 登 
伯 格 (Henry Oldenburg， 约 1618 一 1677) 以 及 数学 家 约翰 。 柯 林 斯 (John 
Collins，1625 一 1683)。 在 1676 年 的 第 二 次 短暂 会 面 中 ， 柯 林 斯 给 菜 布 尼 
茨 看 了 一 本 他 从 艾 萨 克 。 巴 罗 那 里 得 来 的 牛顿 的 《分 析 学 》( 见 第 8 章 )。 
而 这 次 最 后 的 会 面 也 成 为 后 来 牛顿 和 莱 布 尼 菩 发 明 人 之 争 的 焦点 。 

莱 布 尼 茨 在 1675 年 左右 完成 了 他 的 微 积分 构想 ， 到 1677 年 时 他 已 经 
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形成 了 一 个 完整 的 可 操作 的 体系 。 从 那 时 起 ， 他 的 方法 就 与 牛顿 有 别 了 。 
我 们 已 经 知道 ， 牛 顿 的 观点 是 建立 在 物理 之 上 的 ， 他 认为 流 数 是 一 种 组 
成 曲线 = Fo) 的 连续 运动 点 的 变化 率 或 速度 。 然 而 ， 熟 悉 哲 学 多 于 物 
理学 的 莱 布 尼 茨 则 以 一 种 更 抽象 的 方式 形成 了 他 自己 的 观点 。 他 主要 从 
微分 〈 变 量 x 和 ) 值 的 微小 增 量 ) 的 角度 考虑 。 

图 9-1 给 出 的 是 函数 = A(xz) 的 图 形 以 及 其 中 一 点 P(x, 世 。 我 们 画 出 
点 己 的 切线 ， 并 利用 一 个 相 邻 的 点 7 ， 得 到 一 个 小 三 角形 PRT ， 它 被 莱 
布 尼 茨 称 为 特征 三 角形 , 它 的 边 PR 和 RT7 分 别 对 应 着 从 点 觅 动 到 7 时 所 
对 应 的 xz 轴 和 ) 轴 增 量 。 散 布 尼 茨 将 这 些 增 量 分 别 用 dx 和 dy 表示 。 接 着 ， 
他 讨论 了 如 果 dx 和 dy 足够 小 ， 图 形 在 尸 点 处 的 切线 几乎 就 是 点 书 邻 域 
的 图 形 本 身 ; 更 确切 地 说 ， 线 段 P7 将 与 曲线 线段 Pe 无 限 接近 ,其 中 台 
是 曲线 上 位 于 7 点 垂直 上 方 或 下 方 的 点 。 要 找到 点 书 处 切线 的 斜率 ， 我 
们 只 要 找到 特征 三 角形 的 “上 升 前 进 比 *， 也 就 是 比值 内 /dx 。 现 在 莱 布 
尼 蒋 提出， 既然 dx 和 dy 是 足够 小 的 量 〈 有 时 候 他 将 它们 看 做 无 限 小 )， 
那么 它们 的 比值 不 仅仅 是 点 己 处 切线 的 斜率 ， 也 是 点 已 处 曲线 的 陡峭 
率 。 这 样 ， 比 值 dy/dz 就 成 为 人 布 尼 茨 所 形成 的 与 牛顿 的 流 数 或 曲线 变 
化 率 等 价 的 一 个 概念 。 





图 9-1 莱 布 尼 茨 的 特征 三 角形 PRT 。 比 值 R7T7PR 或 
者 说 dy/dx 是 点 尸 处 切线 的 斜率 
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这 一 论证 过 程 中 存在 一 个 基础 性 的 人 缺陷。 尽管 切线 在 已 点 附近 与 曲 
线 近乎 相同 ,但 二 者 并 不 完全 重合 。 这 两 者 只 有 在 点 PP 和 7 完全 重合 时 才 
会 重合 , 也 就 是 当 特 征 三 角形 收缩 为 一 点 时 。 但 如 果 这 样 的 话 , 两 条 边 dx 
和 dy 都 会 成 为 0， 从 而 它们 的 比 伪 成 为 不 定 珍 达 式 000。 现 在 ， 我 们 可 以 
用 极限 的 概念 来 解决 这 一 斜率 问题 。 再 次 参考 图 9-1， 我 们 选择 了 图 形 中 
相 邻 的 两 点 已 和 台 ， 并 将 类 似 三 角形 的 图 形 PRO (实际 上 为 由 线 图 形 ) 
的 边 PR 和 RC 分 别 用 Arx 和 Ay 表示 。( 注 意 ， Ax 与 dx 相等 而 Ay 则 与 dy 略 
有 不 同 ; 图 9-1 中 Ax 比 dy 要 大 的 原因 是 点 CQ 位 于 点 7 的 上 方 。) 这 样 ， 图 形 
在 点 P 和 2 之 闻 的 “上 升 前 进 比 ”就 是 Ay /Ar 。 如 果 假 设 Ax 与 dx 都 接近 
于 0， 它 们 的 比值 将 会 接近 于 某 个 固定 的 极限 值 ， 而 它 就 是 我 们 今天 用 


dydx 所 表示 的 极限 值 。 用 符号 来 表示 就 是 由 /dx = lim(Ay/AoD 。 


证 我 们 来 总 结 一 下 。 莱 布 尼 茨 用 dy/dx 来 表示 的 两 个 微小 增 量 之 间 
的 比值 在 今天 被 写成 了 Ay/Ax 。 从 几何 角度 讲 , 比值 Ar/Ax 称 为 “ 差 
商 ” 一 一 实际 上 是 点 P 和 2@C 所 构成 的 割 线 的 斜率 (参见 图 9-2)。 当 Ax 接近 
于 0 时 ， 点 C 沿 着 曲线 往 回 接近 点 P， 这 也 使 得 割 线 产生 着 细微 的 变化 ， 








图 92 当 点 C 问 点 P 移 动 时 ， 割 线 PO 接 近 于 点 忆 处 的 切线 
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并 在 极限 时 与 切线 完全 重合 。 冲 它 就 是 我 们 后 来 用 dy/dx 表示 的 那个 斜 
率 ， 称 为 “y 对 x 的 导数 ”。 后 

接着 ， 我 们 会 发 现 ， 极 限 的 概念 在 定义 函数 的 斜率 或 变化 率 时 是 不 
可 或 缺 的 。 但 在 莱 布 尼 茨 的 时 代 ， 极 限 的 概念 还 不 为 人 们 所 知 ;两 个 有 
限量 《不 管 它们 多 么 小 ) 之 间 的 比值 ， 与 在 这 两 个 量 接近 于 0 时 的 比值 极 
限 之 间 的 区 别 带 来 了 许多 困惑 ， 并 引起 了 一 系列 关于 微分 学 最 基础 运算 
的 争论 。 这 些 问题 在 19 世 纪 极 限 概 念 被 广泛 接受 后 才 得 以 完全 解决 。 

为 了 了 解 莱 布 尼 茨 的 想法 ， 让 我 们 用 现代 的 表示 法 来 计算 函数 
= 六 的 导数 。 如 果 x* 增 加 了 Ax ，y 相 应 的 增 量 就 是 Ay = (x+Acj2 一 了 2 ， 
展开 后 简化 为 2xAx+(Arj* 。 这 时 差 商 Ay/Ax 也 就 等 于 [2xAx+(Az2] 
/Ax =2xz+Ar 。 如 果 我 们 让 Ax 趋 于 0，Ay/Ax 就 将 趋 于 2x， 这 就 是 我 们 
用 史 / 必 表 示 的 最 终结 果 。 这 一 结果 可 以 用 通用 的 形式 表示 为 ， 如 果 
y=x 〈 其 中 m 可 以 为 任意 数 )， 那 么 就 有 dy/dx = zix”!: 。 这 与 牛顿 用 他 
的 流 数 法 所 得 到 的 结果 完全 一 致 。 

莱 布 尼 茨 下 一 步 的 工作 就 是 推导 出 适用 于 各 种 函数 组 合 形式 的 通用 
导数 dy/dr 推导 法 则 ， 这 些 就 是 今天 我 们 所 熟悉 的 求 微分 法 则 ， 它 们 形 
成 了 标准 微 积 分 学 的 核心 。 这 里 , 我 们 用 现代 表示 法 来 归纳 一 下 这 些 法 则 。 

(1) 常数 的 导数 为 0。 显 而 易 见 ， 常 数 函 数 所 对 应 的 图 形 是 一 条 水 平 
线 ， 它 任意 一 点 切线 的 斜率 均 为 0。 

(2) 如 果 函 数 与 常数 相 乘 , 那么 我 们 只 要 求 出 该 函数 的 导数 并 乘 以 常 
数 就 可 以 得 到 结果 。 用 符号 表示 即 为 ， 如 果 y= 心 ， 其 中 xz= Foo ， 那 
么 和 /dx =KF(da/dz) 。 例 如 ， 如 果 y=3z， 那 么 dyy/dx=3x(2z=6xr。 

G3) 如 果 y 是 两 个 函数 zx = (oz) 与 “= g(Co 之 和 , 那么 和 的 导数 就 是 这 
两 个 函数 对 应 的 导数 之 和 。 用 符号 表示 也 就 是 ， 如 果 ] =2&+v， 和 那么 就 
有 dy/dz=dz/dz+dy/dx 。 例 如 ， 如 果 了 = 六 + 和 ， 那 妈 
dy/dxz=2xz+3x  。 类 似 的 规则 对 两 个 函数 的 差分 运算 也 同样 适用 。 

(4) 如 果 ?7 是 两 个 函数 的 乘积 ， 了 =zm ， 那 么 dj/dx=xdyy/do+ 
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v(dzxy/dxz) 。 加 例如 , 如 果 y= 妇 (Sz -0D ,那么 dy/dxz= 妇 x(oxz+(522 -TD 
xf(3x?) =25x4 -3x? 〈 当 然 我 们 可 以 将 y 写 成 ?=Sx -zx 的 形式 ， 分 别 求 
微分 得 到 同样 的 结果 )。 稍微 复杂 一 点 的 规律 同样 适合 于 两 个 函数 比值 的 
情形 。 

(5) 假设 ?是 变量 x 的 函数 ， 而 x 本 身 则 是 另 一 个 变量 + 〈 比 如 时 间 ) 
的 函数 ， 用 符号 表示 就 是 ”= /oo 和 x= gs(0) 。 这 就 意味 着 》 是 变量 ! 的 
一 个 间接 函数 ， 即 复合 函数 : 》= (xz) = Ar[g(D] 。 于 是 ， 了 对 上 的 导数 
就 可 以 通过 计算 两 个 分 函数 导数 的 飞 积 而 得 : dy/dt = (dy /dx(dxz/dn 。 
这 就 是 著名 的 “ 链 式 法 则 ”。 表面 上 看 ， 这 只 不 过 是 分 数 运算 中 常见 的 分 
子 分母 相 消 法 则 ， 但 我 们 必须 牢记 “比值 ”dyydx 和 dx/dr 实际 上 代表 
的 是 在 分 子 分 母 均 趋 于 0 时 比值 的 极限 值 .“ 链 式 法 则 ”体现 出 药 布 尼 茨 
记 法 的 巨大 优势 ; 我 们 可 以 将 符号 dy /dx 看 成 两 个 量 的 真实 比值 那样 进 
行 操作 。 和 牛顿 的 流 数 记 法 却 没有 这 种 本 领 。 

为 了 说 明 链 式 法 则 的 应 用 ， 我 们 假设 了 = 六 以 及 x=3+5 。 要 得 到 
dy/ 中 ,我 们 只 要 找到 分 函数 的 导数 dyy/dx 以 及 dz/d , 然后 将 它们 相 乘 。 
当 我 们 得 到 dy/dx=2xr 以 及 ddt=3 上 时， 就 可 以 计算 出 
d/dt=(2zx3 =6(3t+3) =18!+30 。 当 然 ， 我们 可 以 将 x=3t+5 代入 到 
y= 关 后 进行 多 项 式 展开 , y = 痕 =(Gi+S2 =982+304+25 ， 然 后 对 这 个 
表达 式 求 ! 的 导数 ， 也 能 得 到 dy /dt =18!+30 。 在 这 个 例子 中 ， 两 种 方法 
的 计算 量 基 本 是 相等 的 。 但 如 果 不 是 = 六， 而 是 ?= 关 ， 那 么 直接 代入 
求解 dy /dt 的 方法 就 复杂 了 很 多 ， 而 此 时 运用 链 式 法 则 依然 可 以 像 计 算 
y= 关 那样 很 快 得 到 结果 。 

让 我 们 来 具体 看 看 如 何 用 这 些 法 则 解决 实际 问题 。 一 条 船 正 午时 离 
开 了 港口 ， 并 以 10 英 里 每 小 时 的 速度 向 西 航行 。 一 个 灯塔 位 于 港口 正 北 
方 5 英 里 。 在 下 午 1 点 时 ， 从 灯塔 处 看 船 航行 的 速率 是 多 少 ? 将 灯塔 与 船 
之 赣 的 距离 用 与 时 间 上 有 关 的 量 x 来 表示 (如 图 9-3 所 示 )， 我 们 可 由 多 股 
定理 得 到 六 =(10 入 + 和 =100P2+25 ， 此 就 有 x=V100P2+25= 
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(10072 +25) 7 。 这 一 表达 式 带 给 我 们 的 是 距离 x 与 时 间 ! 之 间 的 函数 。 要 
计算 出 x 随 着 # 的 变化 率 , 我 们 将 * 看 成 两 个 函数 的 复合 函数 : x=z 以 
及 2&=100#+25 。 由 链 式 法 则 我 们 得 到 dx/d = (dx/da)x(dxy/1dhn = 
(22zr72)x(2000D =100tx(10052 +25)72 =100t/VG002 +25) 。 在 下 午 1 
点 时 ， 我 们 有 +=1， 因 此 得 到 速率 为 100/V125 = 8.944 英里 每 小 时 。 


工 
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图 9-3 ”可 用 微 积分 法 轻松 搞定 的 数学 问题 之 一 ， 计 算 从 灯塔 工 处 
观察 到 的 以 固定 速度 、 固 定 方向 行进 的 船 8 的 速率 
微 积 分 中 的 第 二 部 分 是 积分 ， 而 莱 布 尼 茨 的 记 法 再 一 次 体现 出 超 于 
牛顿 记 法 的 优越 性 。 他 用 来 表示 函数 了 = /Go 反 导 数 运算 的 符号 是 
par ， 其 中 加 长 的 8 被 称 为 《不 定 )》 积 分 〈 dr 主要 用 来 表示 积分 变量 
为 zx)。 例 如 ， |zdr = 妆 /3+c， 这 一 结果 可 以 通过 微分 运算 加 以 验证 。 
末尾 附加 的 常数 < 来自 于 一 个 事实 : 任何 给 定 函 数 都 有 无 穷 多 个 反 导 数 ， 
只 需 加 上 一 个 任意 的 常数 即 可 《参见 第 8 章 )， 因 此 成 为 “不 定 ”积分 。 
和 在 微分 运算 中 所 作 的 贡献 一 样 ， 菜 布 尼 兹 也 为 积分 运算 得 出 一 套 
通用 的 法 则 。 例 如 ， 如 果 ”=x+y， 其 中 wx 和 v 都 是 zx 的 函数 ， 那 么 
dir= jdxr+ jarz， 对 >=x~Yy 的 情形 也 可 近似 处 理 。 这 些 法 则 可 以 通 
过 对 结果 进行 微分 运算 得 以 验证 ， 这 短 法 运算 的 结果 可 以 通过 加 法 加 
以 验证 非常 类 似 。 不 过 ， 对 两 个 函数 乘积 的 积分 运算 并 没有 通用 法 则 ， 
这 也 使 得 积分 运算 比 微分 运算 复杂 得 多 。 
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相 比 于 牛顿 ， 莱 布 尼 茨 积分 观念 的 不 同 之 处 不 仅仅 是 表示 方法 。 牛 
顿 将 积分 视 为 微分 的 逆 运 算 〈 给 定 了 流 数 ， 求 解 源 函 数 )， 而 莱 布 尼 茨 则 
从 面积 问题 着 手 : 给 定 了 函数 = /Co ， 求 解 图 形 在 x 的 某 个 固定 区 域 
内 《例如 从 zx= a 到 某 个 可 变 点 x=! ) 与 z 轴 所 形成 的 投影 面积 。 他 将 
这 一 投影 面积 看 成 是 许多 宽 为 de ， 高 为 》 的 狭 条 面积 之 和 ， 其 中 遵循 
着 7 = /9) 的 函数 规律 随 着 x 值 的 变化 而 变化 《如 图 9-4 所 示 )。 通 过 将 这 
些 狭 条 面积 相 加 ， 他 得 到 了 整个 投影 面积 的 值 ， 4 = [ydx 。 他 的 积分 符 
号 上 是 一 个 拉 长 了 的 字母 $ 〈 表 示 “ 和 ”，sum)， 这 和 他 的 微分 符号 d 
表示 difference 相 似 。 





图 9-4 莱 布 尼 蒋 将 曲线 了 = /Co 下 的 投影 面积 看 成 是 大 量 
底 为 dx 高 为 ?= /zx) 的 获 小 长 方形 的 面积 之 和 
我 们 在 前 面 就 已 经 知道 ， 这 一 将 计算 给 定形 状 面积 转化 为 计算 多 个 
小 图 形 面积 之 和 的 做 法 起 源 于 古 希 腊 ， 而 费 马 则 成 功 地 将 之 应 用 到 曲线 
家 族 ?=x 的 求 积 问题 中 。 但 却 是 微 积 分 基本 定理 ， 也 就 是 微分 和 积分 
的 互 逆 关 系 ， 将 崭新 的 微 积 分 学 转化 成 如 此 强大 的 工具 ， 而 它 的 形成 则 
要 分 别 归 功 于 牛顿 和 菜 布 尼 茨 的 贡献 。 第 8 章 描述 过 ,这 一 理论 涉及 图 形 
oO 下 的 投影 面积 问题 。 将 此 面积 用 4(x) 来 表示 〔 因 为 它 本 身 就 是 x 的 
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函数 ), 四 该 理论 表述 的 是 ; 在 每 一 点 zx 上 ，4( 的 变化 率 或 者 微分 都 等 
于 Go ; 用 符号 表示 为 : dd4/dx = fx) 。 而 这 最 终 意味 着 4(xz) 是 Fo) 的 
一 个 反 导 数 : 40z) = | Frz)dz 。 这 两 个 互 首 关 系 是 整个 微 积 分 学 的 核心 。 
用 简略 的 表示 方法 ， 我 们 可 以 将 它们 表示 为 : 


笃 -? 忆 4- jd 


其 中 了 是 函数 /Oo 的 简写 ， 而 符号 心 〈“ 当 且 仅 当 ” 意味 着 任何 
一 边 的 表达 式 必 然 能 推出 另外 一 边 的 表达 式 〈 也 就 是 ， 这 两 种 表达 式 是 
等 价 的 )。 和 牛顿 也 得 到 了 同样 的 结果 ， 上 只 不 过 革 布 尼 获 更 为 出 色 的 记 法 使 
得 微分 和 积分 〈 也 就 是 切线 问题 和 面积 问题 ) 之 间 互 道 关系 的 表述 更 为 
简单 明了 。 

在 第 8 章 中 我 们 给 出 了 应 用 基本 定理 计算 图 形 》= 六 在 x=1 至 x=2 
范围 内 所 形成 的 投影 面积 的 过 程 〈 参 考 第 8 章 )。 这 里 ， 让 我 们 用 菜 布 尼 
茨 的 表示 法 重复 求解 一 下 从 x=0 至 x*=1l 的 范围 内 的 面积 。 我 们 可 以 得 
到 4(x) = [ed = 妇 /13+c 。 既 然 x=0 是 起 始点 ， 那 么 就 得 到 4(0) = 0 ， 
因此 从 0=07/3+c 可 得 c=0 。 从 而 ， 我 们 的 面积 函数 可 以 表示 为 
4(0o9=x /3 ， 而 我 们 想得到 的 面积 是 4(0D = 上 /13=1/3 。 用 现代 数学 的 表 
示 方 法 则 写成 :4= | zzdx = 0213)。-(G2713)。o =P13-0813=1/3。 回 
所 以 ， 几 乎 不 费 吹 灰 之 力 我 们 就 得 到 了 阿 基 米 德 运用 穷尽 法 想 要 得 到 的 
结果 ， 如 此 灵巧 而 省 力 〈 见 第 5$ 章 )。 生 

药 布 尼 获 在 1684 年 10 月 卷 的 《教师 学 报 》(dcta eruditorxwim， 德 国 的 
第 一 本 科学 杂志 中 公开 发 表 了 他 与 他 的 同事 Otto Mencke 两 年 前 的 微分 
学 研究 成 果 。 他 的 积分 学 结果 则 在 两 年 后 发 表 于 同一 期 刊 中 ， 不 过 “ 积 
分 ”一 词 直到 1690 年 才 诞 生 ， 它 由 雅 各 布 。 伯 努 利 〈yJakob Bernouli) 创 
造 ， 我 们 将 会 在 后 面谈 到 他 。 
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早 在 1673 年 ， 莱 布 尼 茨 就 通过 亭 利 。 奥 尔 登 伯 格 先生 与 牛顿 取得 联 
系 。 通 过 此 次 交流 ， 莱 布 尼 兹 得 以 一 浆 牛 顿 的 流 数 法 ， 但 仅仅 是 一 各 。 
守 口 如 瓶 的 牛顿 只 是 含 含糊 糊 地 上 暗示 大 家 : 他 发 现 了 一 种 可 以 计算 任意 
代数 曲线 切线 和 积 的 方法 。 为 了 应 付 莱 布 尼 兹 要 求 得 到 更 详细 解释 的 请 
求 ， 牛 顿 在 奥 尔 登 伯 格 和 柯林斯 的 多 次 游说 后 终于 以 当时 常见 的 一 种 方 
式 进 行 了 回应 ， 他 给 莱 布 尼 蒋 发 了 一 串 几 乎 无 人 能 够 读 懂 的 字谜 《以 乱 
序 的 字母 和 数字 组 成 的 加 密 信 息 ), 但 这 在 后 来 可 以 作为 他 是 微 积 分 发 现 
者 的 “证 据 志 

6accacel13e 六 Ti319z4o49zyz4s8112Vx 

这 一 著名 的 字谜 给 出 了 拉丁 语句 “Data aequatione quotcunque fluentes 
quantitates involvente, fluxiones invenire: et vice versa”(〈 给 定 一 个 包含 任 
意 多 个 变量 的 方程 以 计算 流 数 ， 或 反之 ) 中 所 包含 的 不 同 字母 的 个 数 。 

牛顿 在 1676 年 10 月 将 这 封 信 交 给 了 奥 尔 登 伯 格 ， 并 要 求 一 定 要 将 信 
的 内 容 转 交 给 菜 布 尼 茨 。 莱 布 尼 获 在 来 年 的 夏天 收 到 了 它 ， 并 立即 通过 
奥 尔 登 但 格 进行 了 回复 ， 在 回信 中 他 详细 描述 了 他 自己 的 微分 理论 。 他 
期 竺 牛顿 同样 坦诚 交流 ， 但 牛顿 渐渐 开始 怀疑 他 的 发 明 可 能 被 他 人 窃 为 
己 有 ， 并 拒绝 进一步 的 交流 。 

然而 ， 二 人 之 间 的 关系 依然 保持 热情 友好 ， 他 们 尊重 彼此 的 劳动 成 
果 ， 而 且 莱 布 尼 获 还 向 他 的 同事 如 此 盛赞 牛顿 :“ 将 从 创 世 之 初 到 牛顿 
出 现 的 这 段 时 间 内 的 数学 成 果 与 牛顿 的 贡献 相 比 ， 后 者 胜出 前 者 一 大 
半 。?” 所 即使 是 1684 年 公开 发 表 的 莱 布 尼 茨 微 积 分 也 没有 立即 影响 他 们 之 
间 的 关系 。 在 第 一 版 《原理 》 中 一 篇 关于 机 械 原 理 的 论文 里 ， 牛 顿 感谢 
了 菜 布 尼 蔬 的 贡献 ， 但 却 对 莱 布 尼 茨 方法 加 以 “他 的 方法 与 我 的 几乎 完 
全 相同 ， 只 是 在 表述 用 词 和 符号 上 有 所 不 同 ” 的 评价 。 

此 后 的 20 年 中 ， 他 们 和 何 的 关系 还 像 原 来 那样 ， 不 咸 不 淡 。 到 了 1704 
年 ， 牛 顿 第 一 次 将 他 的 流 数 方 法 以 附录 的 形式 发 表 在 他 的 著作 《光学 》 
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中 。 在 此 附录 的 前 言 中 ,牛顿 提 到 了 他 在 1676 年 和 莱 布 尼 蒋 的 信件 交流 ， 
并 加 了 一 句 :“ 若 干 年 前 ， 我 曾 借 出 过 一 份 包含 这 些 定理 〈 关 于 微 积分 ) 
的 手稿 。 随 后 就 见 到 一 些 从 中 复制 出 来 的 东西 ， 所 以 我 现在 公开 这 份 手 
稿 。” 显 而 易 见 ， 牛 顿 所 指 的 就 是 菜 布 尼 茨 在 1676 年 第 二 次 访问 伦敦 时 柯 
林 斯 曾 给 他 看 过 《分 析 学 》 一 稿 的 事 。 牛 顿 这 一 瞳 指 莱 布 尼 茨 抄袭 他 思 
想 的 行为 实际 上 并 非 没 有 引起 莱 布 尼 茨 的 注意 。 在 1705 年 发 表 于 《教师 
学 报 》 的 关于 牛顿 早期 在 求 积 方面 工作 的 一 份 匿名 评论 中 ， 菜 布 尼 茨 这 
样 提醒 读者 :“ 微 积分 的 基本 要 素 已 经 由 它 的 发 明 人 威廉 。 莱 布 尼 茨 博 
士 公开 发 表 在 《教师 学 报 》 上 了 。” 在 不 否认 牛顿 独立 发 明 流 数 微 积分 的 
同时 ， 莱 布 尼 蒋 指 出 ， 这 两 个 版 本 的 微 积分 的 差异 仅仅 在 于 记 法 ， 而 非 
本 质 ， 并 旷 示 说 实际 上 是 牛顿 从 莱 布 尼 藻 这 里 借鉴 了 这 一 创意 。 

这 对 牛顿 的 朋友 们 而 言 有 些 太 过 火 了 ， 他 们 决定 团结 一 心 为 牛顿 的 
荣誉 而 战 〈 这 时 牛顿 依然 站 在 幕后 )。 他 们 公开 指控 莱 布 尼 茨 副 窃 了 牛顿 
的 创意 。 他 们 最 为 有 效 的 武器 就 是 柯林斯 的 那 份 《分 析 学 》。 尽 管 牛 顿 只 
以 小 册子 的 形式 讨论 他 的 流 数 微 积分 (大 多 数 讨论 的 是 无 穷 级 数 )， 然 而 
莱 布 尼 茨 不 仅 在 他 1676 年 访问 伦敦 时 看 到 了 这 本 小 册子 ， 而 且 从 中 摘录 
了 大 量 注解 , 这 一 事实 也 揭示 了 他 确实 运用 了 牛顿 成 果 中 的 创意 这 一 真相 。 

接着 ， 各 种 指控 在 英吉 利 海峡 两 岸 交替 出 现 ， 并 在 不 久 后 发 展 为 尖 
酸 而 刻薄 的 争 喉 。 越 来 越 多 的 人 加 入 了 这 场 战 争 ， 其 中 一 些 人 完全 是 出 
于 维护 他 们 尊敬 的 导师 的 名 誉 的 真诚 意愿 ， 但 另外 一 些 人 则 着 眼 于 清算 
个 人 恩 急 。 正 如 可 以 预见 的 那样 ， 牛 顿 在 英格兰 得 到 了 全 体 支 持 ， 而 莱 
布 尼 茨 则 在 欧洲 大 陆 站 稳 了 脚跟 。 莱 布 尼 茨 的 忠实 支持 者 之 一 便 是 约 
翰 。 伯 努 利 ， 即 雅 各 布 的 弟弟 。 伯 努 利 兄弟 俩 对 莱 布 尼 茨 微 积分 法 在 欧 
洲 的 推广 起 到 了 至 关 重 要 的 作用 。 在 1717 年 公开 的 一 封 信函 中 ， 约 翰 对 
牛顿 的 人 格 提出 了 质疑 。 尽 管 约翰 。 伯 努 利 后 来 撤回 了 他 的 指控 ， 牛 顿 
还 是 直接 反击 了 他 :“ 我 从 不 介意 自己 在 国外 的 名 声 , 但 我 非常 希望 能 够 
维护 我 正直 的 品 性 ， 而 这 恰恰 是 某 个 以 大 法 官 的 权力 发 表 书 信 的 作者 试 
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图 从 我 身边 夺 走 的 东西 。 如 今 我 老 了 ， 对 数学 研究 仅 残 留 一 丝 的 欢 愉 ， 
从 没有 为 向 整个 世界 传播 我 的 观点 而 努力 过 ， 相 反 我 更 在 意 不 让 自己 卷 
入 那些 归属 权 的 争吵 问题 中 。” 针 

和 牛顿 并 没有 如 他 自己 所 描述 的 那样 高 尚 。 他 表面 上 回避 这 些 论战 ， 
实际 上 ， 却 在 背后 狠 狠 地 打击 他 的 敌人 。1712 年 ， 莱 布 尼 欧 向 皇家 学 会 
反诉 虽 窃 指控 ， 皇 家 学 会 接手 了 这 件 案 子 。 牛 顿 作 为 这 一 著名 学 者 团体 
的 主席 ， 指 派 了 一 个 委员 会 来 调查 并 对 结果 进行 彻底 的 定论 。 这 一 委员 
会 由 清一色 的 牛顿 支持 者 所 组 成 ， 其 中 包括 牛顿 最 亲密 的 朋友 、 天 文学 
家 埃 德 蒙 ， 了 哈雷 〈Edmond Halley，1656 一 1742， 正 是 他 一 而 再 、 再 而 三 
的 催促 ， 牛 顿 才 最 终 发 表 了 他 的 《原理 》 一 书 )。 同 一 年 此 事 结案 ， 将 惠 
窃 问 题 置 之 不 顾 ， 反 而 得 出 了 牛顿 的 流 数 法 比 莱 布 尼 藻 的 微分 法 早 14 年 
的 结论 。 最 终 ， 在 学 术 客 观 现实 的 彼 象 下 ， 这 一 问题 当然 被 完美 “解决 ”了 。 

但 问题 其 实 并 未 解决 。 这 场 争 论 甚 至 在 两 位 主角 去 世 后 依然 毒化 着 
整个 学 术 圈 子 的 科研 氛围 。1721 年 ，80 岁 的 牛顿 负责 皇家 学 会 报告 的 重 
印 工作 ， 在 此 期 间 他 对 报告 的 内 容 进 行 了 多 次 修改 以 达到 削弱 菜 布 尼 欧 
贡献 的 目的 ， 而 这 距离 莱 布 尼 获 去 世 已 有 6 年 之 久 。 但 是 ， 即 便 如 此 ， 和 掉 
顿 还 是 不 满足 于 这 些 发 泄 私 恨 的 手段 。 在 牛顿 去 世 前 一 年 ， 也 就 是 1726 
年 ， 牛 顿 终于 欣慰 地 看 到 他 的 第 三 版 同时 也 是 最 终 版 的 《原理 》 中 再 也 
找 不 到 一 点 药 布 尼 蒋 的 痕迹 。 

这 两 位 伟大 老家 的 去 世 也 像 他 们 各 自 的 生活 那样 退 然 不 同 。 长 入 深 
受 优 先 权 之 争 困 扰 的 莱 布 尼 薄 上 晚 年 生活 几乎 完全 可 以 忽略 。 这 时 的 他 虽 
然 还 在 撰写 一 些 哲学 题材 的 东西 ， 但 在 数学 上 的 创新 却 业 已 桔 竟 。 他 的 
最 后 一 位 雇主 ,汉诺威 选 帝 侯 乔治 。 路 德 (GeorgeLudwig，1660 一 1727) 
曾 任命 他 撰写 皇室 的 历史 。1714 年 ， 选 帝 候 成 为 英格兰 的 乔治 一 世 ， 些 
时 莱 布 尼 茨 寄 希 望 于 受 邀 去 英国 皇室 。 然 而 ， 那 时 候选 帝 候 已 经 没有 任 
何 兴 赵 让 菜 布 尼 茨 继续 服侍 他 了 。 或 者 说 ， 他 只 是 为 了 避免 牛顿 在 英 格 
兰 的 声望 达到 最 顶峰 的 时 候 ， 菜 布 尼 茨 的 出 现 可 能 引起 的 尴 答 。1716 年 ， 
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莱 布 尼 茨 几乎 在 完全 被 遗 筷 时 去 世 ， 享 年 70 岁 。 只 有 他 的 秘书 参加 了 他 
的 葬礼 。 

而 确 如 我 们 所 知 ， 牛 顿 将 他 生命 中 的 最 后 几 年 都 用 在 他 和 莱 布 尼 兹 
之 间 辨 论 的 穷 追 猛 打 中 。 只 是 人 们 早 将 这 些 遗 访 ， 和 牛顿 成 为 了 国家 英雄 。 
优先 权 之 争 带 给 他 的 只 有 日 益 显 赫 的 声望 ， 因 为 这 次 争论 被 英国 人 看 做 
反击 欧洲 大 陆 攻 击 的 捍卫 荣誉 之 战 。 牛 顿 于 1727 年 3 月 20 日 去 世 ， 享 年 85 
岁 。 他 受到 了 等 同 于 政治 家 和 将 军 的 礼遇 ， 享 受 了 国 磊 礼 后 被 埋 匡 于 伦 
敦 的 威 斯 敏 斯 特 教堂 。 


微 积 分 的 知识 起 先 只 在 一 个 非常 小 的 数学 圈子 中 传播 : 英格兰 牛顿 
的 小 圈子 ， 以 及 欧洲 大 陆 莱 布 尼 茨 与 伯 努 利 兄弟 的 圈子 。 伯 努 利 兄 弟 们 
通过 私下 教 给 几 个 数学 家 这 一 知识 ， 而 使 得 微 积 分 在 欧洲 传播 开 来 。 这 
些 数 学 家 中 就 包括 法 国人 洛 必 达 〈Guillaume Francois AntoineIL?Hospital， 
1661 一 1704), 他 撰写 了 微 积 分 方面 的 第 一 本 教材 《无 限 小 分 析 》(4zpzajypse 
der ijizzizrentpetis，1696)。 加 欧洲 大 陆 的 其 他 一 些 数学 家 立即 紧 随 其 后 ， 
没 过 多 和 久 ， 微 积分 就 成 为 了 18 世 纪 的 主流 数学 话题 。 它 很 快 就 衍生 出 一 
大 堆 相 关 的 主题 ， 其 中 包 斤 著 名 的 微分 方程 以 及 变 分 法 。 这 些 主题 都 被 
归 入 解析 这 一 宽泛 的 类 别 中 ， 所 谓 解析 就 是 用 于 处 理 变化 、 连 续 和 无 穷 
的 过 程 的 一 门 数学 分 支 。 

但 在 微 积分 的 起 源 地 英格兰 ， 它 的 发 展 则 要 迟缓 许多 。 和 牛顿 的 崇高 
地 位 使 英国 的 数学 家 们 对 微 积 分 方面 的 研究 望而却步 。 更 为 糟糕 的 是 ， 
在 发 明 人 争端 中 全 力 支持 牛顿 的 行为 割断 了 他 们 与 欧洲 大 陆 数 学 家 们 之 
闻 的 联系 。 他 们 固执 地 坚持 牛顿 流 数 的 点 记 法 ， 从 而 错过 了 体验 莱 布 尼 
东 微 分 记 法 优越 性 的 机 会 。 这 样 做 的 恶果 是 ， 在 接 下 来 的 几 吾 年 中 ， 当 
欧洲 大 陆 的 数学 家 们 空前 池 现 时 ， 英 格 兰 却 始终 没有 出 现 过 一 位 一 流 的 
数学 家 。 当 这 一 停滞 期 最 终 在 1830 年 左右 结束 时 ， 新 一 代 英 格 兰 数学 家 
所 作出 的 卓越 贡献 并 不 在 解析 学 上 ， 而 是 代数 学 。 
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[1] 这 一 论据 假设 函数 在 P 点 连续 ， 即 函数 的 图 像 在 该 点 没有 突变 。 存 在 不 
连续 点 的 函数 没有 导数 。 

[2] “导数 ”一 词 来 源 于 约瑟夫 。 路 易 斯 。 拉 格 关上 日 (Joseph Louis Lagrange 
1735 一 1813) ， 他 还 引入 符号 oo) 来 表示 函数 /Co 的 导数 ， 详 情 请 参考 “ 记 法 
的 发 展 史 ”。 

f3] 这 一 结果 来 自 于 这 样 的 一 个 事实 ; x 的 一 个 增 量 Ax 会 导致 x 增 加 Az ，， 
增加 了 Ary， 因 此) 的 增 量 Ap = (w+ Atv+AmD -zy=zAv+vAz+AAy 。 既 然 〈( 按 
照 菜 布 尼 荡 的 解释 ) 4Ax 和 Ay 都 非常 小 ， 那 么 它们 的 篆 积 AxAy 相 比 于 式 中 的 其 
他 项 而 言 就 小 得 多 了 ， 因 此 这 一 项 可 以 被 忽略 。 所 以 我 们 得 到 了 Ap =aAy+zAz 
的 结果 ， 其 中 = 代表 “近似 等 于 ”。 将 等 式 两 边 同时 除 以 Ar ， 并 使 其 趋 于 0( 同 
时 将 式 中 的 A 用 cx 瑟 代 替 ) ， 我 们 就 得 到 了 想 要 的 结果 。 

[4] 严格 意义 上 来 讲 , 我 们 必须 分 清 函 数 > = xz) 中 作为 独立 变量 的 x 和 面积 
函数 4(9) 中 的 变量 x。 在 第 8 章 中 我 们 用 字母 汪 区 分 这 种 差别 ， 基 本 原理 的 表述 
形式 是 d4/d = /DO 。 然 而 ， 在 不 引起 混淆 的 前 提 下 ， 用 同一 个 字母 来 指 代 两 种 
变量 时 非常 常见 的 。 这 里 我 们 遵循 了 这 种 习惯 做 法 。 

[5] 符号 | AGOdr 被 称 为 函数 Flz) 从 *= a 到 = 的 定 积分 ， 其 中 形容 词 
“ 定 ” 指 的 是 这 一 积分 过 程 不 涉及 任意 常数 。 实 际 上 ， 如 果 F(z) 是 /Co 的 一 个 
反 导 函数 ， 我 们 就 可 以 得 到 「 zjdx=[FOo+cl -FEFCo+cl =[FC)+cl- 
LA(O+cl=F(O)- 下 (al)， 因 此 其 中 的 常数 c 被 消去 了 。 

[6] 注意 ， 这 里 所 得 到 的 结果 是 指 抛物 线 = 产 与 x 轴 以 及 垂直 线 x=0 和 
x=1 所 围 成 图 形 的 面积 ， 而 阿 基 米 德 的 结果 (参见 第 $ 章 ) 给 的 却 是 抛物 线 内 的 
扇形 面积 。 稍 微 思 考 一 下 ， 就 可 以 知道 这 两 个 结果 其 实 是 等 价 的 。 

[7 Quoted im Forest Ray Moujton, 41z atzodtucfioz zo 4Lstzozpzoz1z (New York: 
Macmillan, 1928), pb,. 234。 

[8] Quoted 站 W. W. Rouse Ball 4 Sport dccotxar or 1ie 到 story or Matjernatics 
《1908; rpbt. New YorK: Dover, 1960), pp. 3S9-60。 

[9] See Julian Lowell Coolidge, THe Matjperaatics of Great 4matears (1949; Tpt. 
New York: Dover，1963)，pPP. 134-163，and D. J, Struik，ed.，A Soprce Doog 轨 
Matjpenmratics, 1200-1800 (Cambridge, Mass,: Harvard University Press， 1969)，pp. 
312-316。 
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_ 门 用 的 数学 学 科 要 求 它 具 有 一 个 完备 的 记 法 系统 。 当 牛顿 发 明 

他 的 “ 流 数 法 ”时 ， 他 将 字母 的 上 方 标 一 个 “点 ”来 表示 他 所 
， 要 寻找 的 流 数 〈 导 数 ) 的 量 。 点 记 法 〈 和 牛顿 称 之 为 “ 惟 点 字母 ” 记 法 ) 
非常 不 便于 使 用 。 例如 要 得 到 函数 = 关 的 导数 ,首先 要 找到 变量 x 和 y》 
对 时 间 的 流 数 (牛顿 认为 所 有 的 变量 都 是 对 时 间 的 “流风 所 以 称 之 为 “ 流 
数 ”)， 也 就 是 = 2 在 〈 第 8 章 )。?} 对 xz 的 导数 ， 或 者 说 变化 率 ， 就 是 这 
两 个 流 数 的 比值 ， 也 就 是 》/ 关 = 2x 。 

点 记 法 在 英格兰 存在 了 一 个 多 世纪 ， 现 在 这 种 方法 依然 可 以 在 物理 
教材 中 找到 ， 它 还 被 用 来 表示 随 着 时 间 变 化 的 微分 式 。 然 而 ， 欧 洲 大 陆 
采用 了 业 布 尼 茨 更 为 有 效 的 记 法 ，dyy/dx 。 莱 布 尼 菩 将 dx 和 由 看 做 变量 
x 和 ?的 一 个 细微 增 量 ， 它 们 的 比值 就 是 7 随 着 x 变 化 的 变化 率 。 现 在 
， 人 们 用 字母 A〈 大 写 的 希腊 字母 ) 来 表示 莱 布 尼 茨 的 差 值 , 而 他 的 dydx 
则 被 写成 Ar/Ax ，dy/dxz 则 用 来 表示 在 Ax 和 Ay 趋 于 0 时 Ay/Ax 的 极限 。 

dy/dxz 的 记 法 用 于 导数 求解 时 体现 了 许多 优势 。 它 非常 具有 启发 性 ， 
而 且 在 很 多 方面 它 的 一 些 特征 与 常规 数 运算 非常 相似 。 例 如 ， 如 果 
y= yo 且 x=8， 那 么 7 就 是 上 的 间接 函数 = MD 。 要 得 到 这 一 复 
合 函 数 的 导数 ， 我 们 运用 “ 链 式 法 则 ”就 可 以 得 到 : 
由 /dr=(dy/dxz)(dx/dn 。 值 得 注意 的 是 ,尽管 每 一 个 导数 都 是 比例 的 极 
限 值 ， 但 它 看 起 来 却 像 是 两 个 有 限量 的 比值 。 类 似 地 ， 如 果 y = roo) 是 
一 个 单一 函数 《参见 第 14 章 )， 它 存在 一 个 反 函 数 x= 广 !(y) 。 此 反 函 数 
的 导数 与 原 函 数 的 导数 之 间 互 为 倒数 : dr/dy =1/(dy/dr) 。 这 一 公式 再 
次 呈现 出 这 种 记 法 所 具备 的 类 似 于 常规 数 运算 规律 的 特性 。 
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还 有 一 种 简洁 的 导数 记 法 : 如 果 函 数 为 ?= /CD ， 我 们 就 用 /9 或 ， 
者 多 来 表示 它 的 导数 。 因 此 ， 对 = 妇 而 言 就 有 )= 2x 。 我 们 还 可 以 将 ， 
这 一 关系 用 更 为 简短 的 单一 变量 表示 出 来 ， (x?)' = 2x 。 这 种 记 法 由 约 瑟 
夫 “ 路 易 斯 。 拉 格 朗 日 〈Joseph Louis Lagrange，1735 一 1813) 1797 年 发 ， 
表 于 他 的 专著 《解析 畏 数 论 》(7Heorie des jpetions aa1yofigues) 中 。 在 
这 本 专著 中 , 他 还 提议 将 原先 我 们 所 熟悉 的 函数 表示 方式 A(o 蔡 换 为 友 
的 形式 。 他 将 六 定义 为 函数 庆 的 求 导 函 数 ， 这 也 是 现代 数学 所 用 的 术 ， 
语 “ 导 数 ” 一 词 的 起 源 。 对 y 的 二 次 导数 (参见 第 14 章 )， 他 分 别 用 y" 或 
者 /六 来 表示 ， 依 此 类 推 。 

如 果 z 是 两 个 独立 变量 的 函数 wx = /zx, 放 ,我 们 必须 声明 对 x 和》 中 
的 哪个 变量 进行 微分 运算 。 在 这 种 情况 下 我 们 用 德 文字 母 5 来 代替 罗马 ， 
字母 6， 从 而 得 到 了 函数 zx 的 两 个 偏 导数 : Bu/6x 和 Bux/16y 。 在 这 种 记 法 
中 ， 除 了 特定 声明 的 那个 量 为 变量 外 ， 其 余 的 量 均 为 常数 。 举 个 例子 ， 
如 果 z =3z2 呈 ， 那 么 Bu1Bx=3(2 阅 妇 =6x2 ，Bu1B =322(3 了 2)=9z2 也 ， ， 
其 中 第 一 种 情形 中 ， 为 常数 ， 而 在 第 二 种 情形 时 x 则 为 常数 。 

有 时 我 们 需要 提 到 一 种 运算 ,但 并 非 需要 真正 执行 它 。 如 +、-、V 
等 符号 被 称 为 运算 符号 ， 或 者 简称 为 运算 符 。 一 个 运算 符 只 有 在 它 的 可 
操作 对 象 上 才 有 意义 ， 例 如 V16 = 4 。 为 了 表示 微分 运算 ， 我 们 用 运算 符 
d/dxz 来 表示 , 并 且 默认 在 这 一 符号 右 侧 出 现 的 量 均 为 要 进行 微分 运算 的 
量 ， 而 在 符号 左边 出 现 的 则 不 是 。 例 如 ，x2d/dx(e2)=2x2x=22 。 二 
次 微分 的 运算 符 用 d/dx(d/dz 表示 ， 通 常 简写 为 MKdx2) 。 

再 一 次 ， 人 们 演绎 出 一 个 更 为 简单 的 记 法 : 微分 运算 符 D。 如 前 面 
所 描述 的 那样 ， 这 一 运算 符 对 紧 随 其 右 的 函数 进行 微分 运算 ， 对 左边 的 “ 
部 分 则 不 起 作用 ， 例 如 zDz = 阅 x2r = 2 。 二 次 微分 运算 则 写成 D: ，， 
因此 D?z = D(Dxz5= DG5x9 = 5x4x = 20x2 。 类 似 地 ，D" (其 中 m 为 任 ， 
意 正 整数 ) 表示 次 微分 运算 。 进 一 步 地 ， 令 为 负 整数 ， 我 们 就 可 以 ， 
把 D 运 算 体系 推广 到 反 微分 运算 〈 也 就 是 不 定 积分 ， 参 见 第 8 章 )。 例 如 ，， 
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Do = 和 妇 /3+c， 其 中 c 是 任意 常数 。 这 一 结果 可 以 通过 对 右边 部 分 微 
分 而 加 以 验证 。 


既然 函数 =e 的 导数 依然 是 它 自身 ， 因 此 就 有 表达 式 Dy = 。 这 
一 表达 式 当 然 还 是 一 个 微分 方程 ， 它 的 解 是 ”= er ， 或 者 用 更 通用 的 表 
达 形 式 为 ?= Ce  。 但 如 果 将 等 式 Dy = 看 成 普通 的 代数 方程 ,就 可 以 在 
等 式 两 边 分 别 除 以 从 而 简化 整个 表达 式 ， 这 一 点 非常 有 诱惑 力 。 屈 从 
于 这 种 诱惑 ， 我 们 得 到 了 D =1， 这 是 一 个 本 身 并 没有 任何 实际 意义 的 运 
算 等 式 。 只 有 在 等 式 两 边 重新 “ 乘 以 ””， 它 才能 够 重新 体现 它 应 有 的 

这 一 类 操作 使 得 运算 符 D 在 解决 某 些 特定 类 型 的 微分 方程 时 非常 有 
用 。 举 个 例子 ， 微 分 方程 交 +S$ -67 =0 (一 个 带 有 常数 系数 的 线性 方 
程 y》 可 以 写成 D?y+SDy-67 =0 。 把 这 个 等 式 中 的 所 有 量 均 看 做 可 进行 
常规 运算 的 量 ， 那 我 们 合并 同类 项 y ， 得 到 (D*+5D-6)7=0。 要 是 两 
个 因子 的 乘积 为 0， 只 要 其 中 一 个 因子 为 0 即 可 ， 因 此 我 们 得 到 ”=0 (这 


， 是 一 个 无 意义 的 解 ， 因 此 忽略 不 计 )， 或 者 D2 +5D -6= 0 。 再 一 次 将 其 


中 的 D 看 成 常规 的 代数 量 ， 合 并 同类 项 后 得 到 最 终 的 表达 式 
(D-DD+6=0。 等 式 左边 中 的 任 一 项 都 为 0 时 就 是 我 们 要 求 的 “ 解 ” 
D=1 以 及 D=-6。 当 然 这 些 解 也 只 有 存在 运算 对 象 时 才 有 意义 ， 我 们 
还 是 需要 将 它们 科 以 ,得 到 Dy = 以 及 Dy = -67 。 其 中 第 一 个 等 式 的 
解 为 ?=ex ， 或 者 表示 成 更 为 通用 的 了 7 = 4er ， 其 中 4 是 任意 常数 。 第 二 
个 等 式 的 解 是 = Be ， 其 中 妃 是 另外 一 个 任意 常数 。 由 于 原 方程 是 线 
性 的 ， 且 等 式 右边 的 值 为 0， 因 此 上 述 两 个 解 之 和 也 是 原 方程 的 解 ， 即 
?= de"+Be4 ， 实 际 上 这 是 方程 +5S 交 -6 = 0 的 通 解 。 

第 一 个 将 符号 D 当 做 运算 符 使 用 的 人 是 法 国人 路 易 斯 。 弗 明 西 斯 。 安 
东 尼 。 艾 伯 嘉 〈Louis Francois Antoine Arbogast，1759 一 1803)， 尽 管 在 
这 之 前 约翰 。 伯 努 利 已 经 将 它 用 于 一 些 不 可 运算 的 场合 。 英 国 的 电子 工 
程 师 奥利弗 。 刻 维 赛 (Oliver Heaviside，1850 一 1925) 以 他 自己 的 方式 
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改进 了 这 一 运算 符 。 他 巧妙 地 运用 符号 D， 将 它 当 成 一 个 常规 的 代数 符 ， 
号 ， 从 而 解决 了 大 量 实际 应 用 问题 ， 尤 其 是 ， 以 简练 而 高 效 的 方式 解决 ， 
当时 日 趋 丰富 的 电子 理论 领域 中 的 一 些微 分 方程 。 记 维 赛 并 没有 受到 过 

正统 的 数学 教育 ， 因 此 当 他 异想天开 地 对 D 进 行 代数 运算 时 ， 数学 家 们 ， 
则 噬 之 以 鼻 。 对 此 ， 他 从 最 终 的 结果 出 发 这 样 为 自己 的 方法 辩护 ， 他 的 

方式 可 以 得 到 正确 的 结果 才 是 主要 的 ， 于 此 才学 家 们 严 谦 的 说 明 对 他 而 ， 
言 是 次 要 的 。 六 维 赛 的 观点 后 来 通过 更 为 高 级 的 方法 拉 普 拉 斯 变换 得 到 
正式 证 明 。 ， 


注解 ; 


AR ro TS 


[上 请 参见 Murray R._ Spbiegel 的 4ppjiea Drential Exatiorsy, 2d ed. (Engiewood ， 
Cliffs, N. J Prentice-Hall, 1981), pp.168-169，204-211。 要 了 解 微分 记 法 发 展 史 的 
详情 ， 请 参考 Fiorian Cajori, 4 Zistory or .Maternatical Notatiorg， vol 2， 本 eper 
adatperaatics (1929; rpt. La Salle, III.: Open Court, 19$1). pp.196-242。 





ES 





第 《 


e :导数 与 自身 相等 的 函数 


: “ < 然 指数 函数 与 它 它 的 导数 相等 ， 这 是 指数 画 雪 所 有 特 性 的 
: 本 源 ， 也 是 它 得 到 重要 应 用 的 根本 原 因 ， 





了 par 认 Matpemnatics? (1941) ， 


生 顿 和 莱 布 尼 蒋 在 发 展 新 的 微 积分 学 时 ， 主 要 把 微 积分 应 用 于 代数 
曲线 ， 也 就 是 方程 为 多 项 式 或 多 项 式 之 比 的 曲线 。( 多 项 式 是 形 如 
aa x+…+ax+a 的 表达 式 ， 其 中 常数 为 @ 为 系数 ， 非 负 整 数 ”= 
为 多 项 式 的 次 数 。 例 如 Se + 好 一 2x+1 为 三 次 多 项 式 。) 这 些 方程 很 简单 ， 
实际 应 用 中 也 有 许多 这 样 的 方程 《抛物线 = 六 就 是 一 个 简单 的 例子 )， 
因此 用 它们 来 测试 微 积 分 中 的 新 方法 是 很 自然 的 。 但 人 们 在 应 用 中 发 现 ， 
很 多 曲线 并 不 属于 代数 曲线 ， 而 是 超越 曲线 〈 这 一 术语 是 由 莱 布 尼 欧 创 
造 的 ， 表 示 曲 线 的 方程 超出 了 初等 代数 学 的 研究 范围 )。 这 其 中 声名 最 为 
显赫 的 当 数 指数 曲线 。 

我 们 已 经 在 第 2 章 中 了 解 到 亨利 。 布 里 格 斯 是 如 何在 纳 皮 尔 对 数 表 
的 基础 上 引入 数 底 10 进 行 乘 方 运算 的 。 基 本 上 , 任何 除 1 以 外 的 整数 都 可 
以 作为 底数 。 如 果 我 们 用 “来 表示 底数 ，* 表示 指数 ， 那 么 就 可 以 将 以 
为 底 的 指数 函数 表示 为 ?= 上 咕 。 这 里 的 x 表 示 任 意 实 数 ， 不 管 是 整数 还 
是 负数 。 然 而 ， 我 们 还 是 必须 声明 一 下 ， 姑 中 的 x 不 是 整数 。 当 zx 为 分 
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数 户 /7 时, 我们 定义 瑚 为 妨 ” 或 者 Cj 一 一 这 两 种 表达 式 是 等 价 的 这 
样 就 可 由 mm/za 推 导出 最 低级 的 形式 ， 如 8 = 姬 : =64=4 ， 或 者 
823 = (Gy8?7 =22 =4 。 但 若 x* 是 无 理 数 ， 不 能 写成 两 个 整数 的 比值 ， 这 
样 的 定义 就 无 效 了 。 在 这 种 情形 下 , 我 们 通过 有 理 数 ( 其 极限 值 收 傅 于 x ) 
序列 对 x 求 近似 值 。 以 3 为 例 ， 我 们 把 指数 x= VZ =1.414 213… (一 个 
无 理 数 ) 看 成 是 一 个 小 数 点 后 位 数 不 断 增 多 的 无 穷 级 数 交 =1， 冯 =1.4， 
2 =1.41， 为 =1.414 ，… 的 极限 ， 其 中 序列 中 的 每 一 项 都 是 有 理 数 。 而 
每 一 个 x 都 将 决定 唯一 一 个 3% ， 因 此 我 们 可 以 定义 34 为 序列 3 在 
i ->oo 时 的 极限 值 。 借 助手 持 计 算 器 ， 我 们 能 够 很 轻松 地 得 到 这 一 序列 
开头 几 个 值 : 3 =3，34 =4.656 ，3L4 = 4.707 ，3L44 = 4.728 ， 如 此 等 
等 〈 这 里 所 有 的 结果 均 取 小 数 点 后 三 位 数 )。 在 极限 条 件 下 得 到 结果 
4.729， 而 这 正 是 我 们 所 要 的 值 。 

在 这 一 思路 背后 隐藏 了 一 个 细微 但 至 关 重 要 的 假设 ， 当 x 趋 于 极限 
值 V2 时 , 所 对 应 的 值 3 则 趋 于 极限 值 3 。 换言之 , 我 们 假设 函数 = 3 
或 者 = 及 是 变量 x 的 连续 函数 ， 即 函数 值 是 连续 变化 的 ， 其 中 不 存在 
断 点 或 跳跃 。 这 种 连续 性 的 假设 是 微分 运算 的 核心 。 这 一 条 件 已 经 隐 含 
在 推导 的 定义 中 , 即 当 我 们 计算 比值 Ap/Ax 在 Ar ->0 时 的 极限 时 ,假设 
Ax 与 Ay 同时 趋 于 0。 

要 得 到 指数 函数 的 基本 特性 ， 我 们 选择 2 作为 底 。 将 x 的 值 限 定 为 
几 个 有 限 的 整数 时 ， 我 们 得 到 了 如 下 对 应 关系 : 

X -3 -43 2 -0 1 2 3 4 5 
2 1/32 1/16 1/8 LU4 L2 1 了 4 8 16 32 

如 果 我 们 将 这 些 值 标 在 直角 坐标 系 中 ， 就 可 以 得 到 如 图 10-1 所 示 的 
图 。 可 以 看 出 ， 当 * 逐步 增加 时 ，) 起 先 缓慢 地 增长 ， 然 后 以 越 来 越 快 的 
速度 向 无 穷 大 增长 。 相 反 ， 当 x* 逐步 减 小 时 ，y 以 越 来 越 慢 的 速度 减 小 ， 
它 从 来 不 会 达到 0， 只 会 越 来 越 接近 。x 的 负 半 轴 也 因此 成 为 这 一 函数 的 
水 平 渐 近 线 ， 这 一 图 形 中 的 极限 概念 已 经 在 第 4 章 中 讨论 过 了 。 
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图 10-1 一 个 增长 的 指数 函数 的 图 形 


指数 函数 的 变化 率 是 非常 令 人 震惊 的 。 有 一 个 关于 国际 象棋 发 明 
者 的 著名 传说 : 当 发 明 者 被 国王 召见 问 及 希望 用 什么 作为 他 发 明 的 奖 
赏 时 ， 他 谦虚 地 要 求 在 棋盘 的 第 一 个 方 格 中 放 1 粒 小 麦 ， 第 二 个 方 格 中 
放 2 粒 小 麦 ， 第 三 个 方 格 中 放 4 粒 小 麦 ， 依 此 类 推 直 到 放 满 所 有 的 64 个 
方 格 。 国 王 对 这 一 谦虚 的 请 求 大 为 吃惊 ， 立 即 要 求 化 人 拉 来 一 麻袋 小 
麦 。 随 后 ， 仆 人 们 耐心 地 在 棋盘 上 分 配 小 麦 。 出 乎 他 们 意料 的 是 ， 他 
们 很 快意 识 到 ， 即 使 汇集 玉 国 中 所 有 的 小 麦 也 无 法 满足 这 一 要 求 ， 因 
为 22 是 9223 372 036 854 775 808《〈 而 我 们 必须 将 前 面 那些 方 格 中 的 小 麦 
数 考虑 进来 ， 所 得 到 的 总 和 约 为 这 个 数目 的 两 倍 )。 如 果 我 们 将 所 有 这 些 
小 麦 连 成 一 条 线 ， 这 条 线 将 有 大 约 两 光 年 那么 长 一 一 大 约 为 地 球 到 人 马 
座 o 星 〈 太 阳 系 中 离 地球 最 近 的 星体 ) 距离 的 一 半 。 

图 10-1 所 示 是 所 有 指数 曲线 的 典型 图 形 , 不 管 它们 的 底数 是 什么 。 症 
而 这 一 图 形 的 简 洛 性 也 是 一 目 了 然 的 ， 它 缺乏 一 个 代数 函数 应 当 有 共 备 的 
大 部 分 特征 , 例如 x 轴 的 截 点 (图 形 与 导 轴 相交 所 形成 的 点 )、 最 大 值 点 、 
最 小 值 点 和 抛 点。 而 且 ， 这 一 图 形 没有 垂直 渐 近 线 一 在 某 个 x 值 附近 
函数 值 无 限 地 增 大 或 减 小 。 确 实 ， 指 数 函 数 图 形 如 此 简单 ， 我 们 几乎 可 
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以 不 考虑 它 。 要 不 是 变化 率 这 一 特点 使 得 图 形 有 具有 唯一 性 ， 那 么 图 形 将 
变 得 无 趣 。 

我 们 在 第 9 章 中 就 已 经 了 解 到 , 函数 = jx) 的 变化 率 或 导数 被 定义 
为 由 /dr =lim ooAy/Ar 。 我 们 的 目的 就 是 寻求 函数 = 产 的 变化 率 。 
如 果 我 们 将 x 增 加 Ar， 那么 就 会 相应 地 增加 心 = 罗 全 一 天 。 利 用 指数 
的 性 质 ， 我 们 可 以 将 这 一 结果 写成 姑 pe -天 或 者 大 (2 -0 。 因 此 ， 所 
要 求 的 导数 就 是 

灿 - im 刀 人 CD 
dx as0 Ax 

这 时 ， 为 了 方便 起 见 ， 我 们 将 符号 Ar 用 一 个 简单 的 字母 产 代 替 ， 因 

此 等 式 (]) 变 为 : 


(JU 





全-lim 刀 人 一 0 
dx 万 一 > 人 0 娟 
我 们 可 以 对 表达 式 进 行 第 二 次 简化 : 将 因子 大 从 积分 符号 右 侧 移 
出 ， 这 是 因为 等 式 (2) 中 的 极限 仅 涉 及 变量 疡 ， 而 x 则 被 视 为 定量 。 因 此 ， 
我 们 得 到 如 下 的 表达 式 ; 


(2) 


用 
业 -prlim2 L 


dx 5-0 万 

当然 ， 这 时 我 们 还 不 能 确定 等 式 (3) 中 的 极限 是 否 存在 。 事 实 上 ， 高 

级 课本 中 证 明了 这 一 极限 确实 是 存在 的 ， 这 里 我 们 姑且 接受 这 一 点 。 
如 果 将 这 一 极限 值 用 字母 上 来 表示 ， 我 们 就 得 到 如 下 的 结果 : 


如 果 )= 太 ， 那 么 就 有 空 = 友 " = 如 (4) 





(3) 


这 一 结果 是 如 此 基础 和 重要 ， 所 以 这 里 我 们 要 归纳 一 下 : 指数 函数 
的 导数 与 它 自身 成 比例 。 

注意 ， 到 目前 为 止 ， 立 的 选择 完全 是 任意 的 。 现 在 问题 就 来 了 :， 是 
否 存在 某 个 特定 的 上 使 结果 特别 简练 呢 ? 回 到 等 式 (4)， 如 果 我 们 可 以 选 


110 ，e 的 故事 : 一 个 常数 的 传奇 

择 一 个 合适 的 二 使 得 比例 常数 大 恰好 等 于 1,， 显然 可 以 使 得 等 式 (4) 变 得 异 
常 简单 。 如 果 可 能 ， 那 将 是 必 的 “自然 ”选择 。 接 下 来 的 任务 就 是 确定 忆 
的 值 ， 使 得 天 等 于 1， 也 就 是 





=1 (5) 


六 30 大 
这 需要 相当 熟练 的 代数 运算 功底 (以 及 一 些 数学 的 小 技巧 ) 才能 “ 解 
出 ”2 的 方程 ， 这 里 我 们 省 略 掉 这 些 细 节 的 阐述 〈 附 录 4 中 给 出 了 一 个 启 
发 式 的 推导 )。 方 程 的 结果 是 
六 = limd+ 用 ” (0) 
如 果 我 们 将 等 式 中 的 1/ 关 用 字母 产 代 替 ， 那 么 天 -0 也 就 意味 着 着 
趋 于 无 穷 大 ， 因 此 我 们 有 
= TimG+l/za” (7) 
而 式 (7) 中 的 极限 值 正 是 数字 e= 2.718 28… 。09] 因 此 我 们 得 到 如 下 的 
结论 : 如 果 网 择 数字 e 作 为 底 ， 那么 指数 函数 等 于 它 的 导数 。 用 符号 表示 
就 是 : 
如 果 y?=ex ， 那 必 尝 -e (8) 


但 除 此 之 外 ， 还 有 其 他 的 结论 。 孙 数 e 等 于 它 自身 的 导数 ， 还 是 唯 
一 具有 此 性 质 的 函数 〈 投 开 函 数 乘 以 常数 的 情形 不 谈 )。 为 了 区 分 它 ， 如 
果 我 们 解 关 于 ?的 方程 dy/dxz =)〈 一 个 微分 方程 ), 我 们 得 到 解 y= Ce- ， 
其 中 C 是 任意 常数 。 这 一 解 所 代表 的 是 一 个 指数 函数 家 族 〈 如 图 10-2 所 
示 )， 其 中 每 一 条 曲线 都 对 应 一 个 不 同 的 C 值 。 





函数 e 一 一 今后 它 将 被 称 为 “自然 指数 函数 ”或 只 是 简单 地 用 “ 指 
数 函 数 " 来 称呼 一 在 数学 和 科学 中 的 核心 角色 是 如 下 事实 的 直接 结果 。 





在 应 用 中 ， 人 们 发 现在 一 些 现象 中 某 些 量 的 变化 率 与 它 本 身 成 比例 。 任 
何 一 个 此 类 的 现象 都 可 以 抽象 为 微分 方程 dy/dx= 吵 ， 其 中 常数 4 决定 
了 各 种 情况 下 的 变化 率 。 该 方程 的 解 是 = Ce“ ， 其 中 任意 常数 C 由 系 
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统 的 初始 条 件 决定 : 当 x*=0 时 的 y 值 。a 的 正 负 决定 是 随 着 * 的 增长 
而 增长 还 是 减 小 ,相应 地 使 指数 增长 或 衰减 。( 当 a 为 负数 时 ， 我 们 通常 
将 它 用 -a 来 表示 ， 而 此 时 的 a 本 身 为 整数 .) 让 我 们 来 关注 一 下 这 种 情 
况 下 的 几 个 例子 。 


图 10-2 ”指数 曲线 族 》 = Ce" ， 其 中 每 一 条 曲线 都 对 应 一 个 C 值 





(D 放射 性 物质 的 衰变 率 以 及 它 本 身 所 产生 的 辐射 总 量 ,每 时 每 刻 都 
与 它 的 质量 六 成 比例 : dm/dt = -am 。 这 一 微分 方程 的 解 是 天 = ae ， 
其 中 到 是 放射 性 物质 的 初始 质量 〈 即 !=0 时 的 质量 )。 从 上 述 方程 的 解 
中 我 们 不 难看 出 ， 质 量 记 将 会 逐步 接近 于 0， 但 永远 都 无 法 到 达 它 ， 因 为 
放射 性 物质 永远 都 不 会 完全 衰变 。 这 也 说 明了 为 何 核 物质 被 当成 废料 处 
理 后 多 年 依然 危险 。 其 中 a 也 就 是 放射 性 物质 的 衰变 率 ， 通 常 是 通过 测 
” 量 放 射 性 物质 质量 减少 一 半 所 需 的 时 间 即 半衰期 来 决定 。 不 同 物质 的 半 
请 期 也 截然 不 同 ， 例 如 ， 常 见 的 同位 素 铀 238 的 半衰期 约 为 590 亿 年 ， 普 通 
的 镭 226 的 半衰期 大 约 为 1600 年 ， 而 镭 220 的 半衰期 仅 有 23 毫 秒 。 这 说 明 
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了 为 何 元 素 表 中 的 一 些 不 稳定 元 素 为 何 无 法 在 自然 界 的 矿物 质 中 找到 ; 
不 管 在 地 球 出 现 之 初 兽 有 多 人 么 庞大 的 存储 量 ， 经 过 这 人 么 长 时 间 后 早 就 转 
变 为 其 他 更 为 稳定 的 元 素 了 。 

(2) 当 一 个 非常 炽热 的 温度 为 下 的 物体 被 放置 到 温度 为 卫 的 环境 中 
时 《假设 环境 温度 不 变 )， 时 间 上 时 物体 冷却 的 速度 和 物体 温度 与 环境 温 
度 之 差 了 - 开 成 比例 ，d7/dt = -a(T -了 ) 。 这 就 是 著名 的 牛顿 冷却 定律 。 
这 一 微分 方程 的 解 是 了 = 了 + -了 T)e“ ， 它 也 意味 着 温度 了 将 会 逐渐 接 
近 了 ， 但 却 永远 都 不 能 达到 它 。 

(3) 当 声 波 在 空气 或 其 他 任何 介质 中 ) 中 传播 时 ， 它 们 的 强度 是 由 
微分 方程 dr /dx = -o 所 决定 的 ， 其 中 * 是 声波 传播 的 距离 。 方 程 的 解 
7=7e“ 表 明 声 强 随 距离 呈 指 数 衰减 。 一 个 类 似 的 定律 , 即 兰 伯 特 定律 ， 
描述 了 透明 媒介 中 光线 吸收 率 的 变化 规律 。 

(4) 如 果 存 款 以 年 利率 关 进 行 连 续 〈 即 每 时 每 刻 ) 复 利 计算 ，t 年 后 
的 账户 金额 可 由 公式 4= Pe” 计算 出 ， 其 中 P 是 本 金 。 因 此 ， 账 户 金额 随 
着 时 间 呈 指数 增长 。 

(5$) 人 口 的 增长 也 基本 符合 指数 增长 规律 。 

方程 ty/dx = ax 是 一 个 一 阶 微分 方程 ， 仅 涉及 所 要 求解 的 函数 及 其 
导数 。 但 大 部 分 物理 法 则 都 是 用 二 阶 微分 方程 描述 的 ， 即 方程 涉及 函数 
变化 率 的 变化 率 ， 即 它 的 二 阶 导 数 。 例 如 ， 运 动物 体 的 加 速度 就 是 它 速 
率 的 变化 率 。 既 然 速率 本 身 是 距离 的 变化 率 ， 那 么 加 速度 就 是 距离 变化 
率 的 变化 率 ， 即 距离 的 二 阶 导 数 。 由 于 经 典 力学 的 定律 都 建立 在 牛顿 的 
三 大 运动 定律 之 上 一 一 其 中 第 二 个 描述 的 是 加 速度 与 物体 质量 m 以 及 它 

受 力 F 之 间 的 关系 (F=ma)， 这 些 定律 都 是 用 二 阶 微分 方程 表示 的 。 电 
学 中 也 有 类 似 关 系 。 

要 得 到 函数 /oo 的 二 阶 导数 , 我 们 首先 对 d(o 进 行 微分 得 到 它 的 一 阶 
导数 ， 这 一 导数 本 身 也 是 x 的 函数 ， 用 . 广 Go) 来 表示 。 接 着 ， 我 们 对 . 广 G0 
进行 微分 就 可 以 获得 函数 的 二 阶 导数 ,六 " 9。 举 个 例子 ， 如 果 FoO=， 
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那么 就 有 太 Co=3xz2 以 及 (=6x。 当 然 ， 如 果 我 们 接着 进行 微分 运算 ， 
就 可 以 找到 三 阶 虹 数 了” (Cor6， 四 阶 导 数 0， 等 等 。 对 一 个 zx 次 多 项 式 面 
言 ， 连 续 的 = 次 微分 后 我 们 就 会 得 到 一 个 常数 ， 而 接 下 来 的 所 有 导数 都 将 
是 0。 而 对 其 他 类 型 的 函数 ， 多 次 微分 后 可 能 得 到 越 来 越 复杂 的 表达 式 。 
然后 ， 在 实际 应 用 中 我 们 很 少 需要 用 到 超过 二 阶 的 导数 。 

某 布 尼 蒋 的 二 阶 导 数 表 达 形 式 是 d/dx(dyydz) ， 即 dy/Mdxz) 〈 将 d 
看 成 是 一 个 普通 的 代数 量 )。 和 一 阶 导数 的 符号 曙 /dxz 类 似 ， 这 一 符号 也 
和 代数 学 中 的 运算 规律 基本 一 致 。 举 个 例子 , 若 要 计算 两 个 函数 xC0 和 *y(9) 
组 成 的 乘积 函数 y =x。y 的 二 阶 导 数 , 应 用 两 次 乘积 运算 法 则 就 可 以 得 到 : 

dy dv ddy dx 
下 

这 一 结果 ， 即 莱 布 尼 蒋 法则， 给 人 的 第 一 感觉 就 是 与 平方 和 展开 式 
(a+ 上 = 全 +2ap+ 六 非常 相似 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 推广 到 xy 的 二 阶 导 
数 的 情形 ， 最 终 的 系数 确实 就 是 (ae+ 刀 "展开 式 的 二 项 式 系数 〈 人 参见 第 4 
章 )。 

力学 中 经 常 要 描述 振动 系统 〈 例 如 ， 一 个 物体 悬挂 在 弹 签 下 端 ) 的 
运动 ， 并 且 要 考虑 周 陆 媒介 的 阻尼 作用 。 这 一 问题 可 用 带 有 常数 系数 的 
二 阶 微分 方程 描述 。 下 面 就 是 这 类 方程 的 一 个 例子 : 

5 光 +5 业 07=0 

要 解 这 个 方程 , 先 作 一 个 巧妙 的 设想 : 解 的 形式 是 > = 4e” ,其 中 4 

和 闫 都 是 待定 常数 。 将 这 一 试探 性 的 解 代入 微分 方程 可 得 
en(1 十 Sm +6)=0 

这 是 一 个 包含 未 知 量 严 的 代数 方 穆 。 既 然 e 不 会 是 0， 我 们 就 可 以 
从 上 式 中 消去 ， 并 得 到 方程 m +Sm+6=0，, 这 也 就 是 给 定 微分 方程 的 特 
征 方程 (注意 ， 这 两 个 方程 具有 相同 的 系数 )。 对 其 因 式 分 解 就 有 
(mr+2)(2+3=0， 令 其 中 的 每 一 个 因子 都 为 0 就 可 以 得 到 想 要 的 六 值 ， 
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即 -2 和 -3。 这 样 我 们 就 得 到 了 两 个 不 辐 的 解 4e” 和 Be ， 而 且 我 们 可 
以 很 轻易 的 验证 两 者 之 和 = de + Be 也 是 方程 的 一 个 解 ， 实 际 上 ， 
它 是 该 微分 方程 的 通 解 。 而 常数 4 和 下 〈 至 此 ， 它 们 依然 是 任意 的 )》 可 
由 系统 的 初始 条 件 ， 即 上 =0 时 > 和 dy/d 的 值 决定 。 

这 一 方法 解决 了 这 类 微分 方程 的 求解 问题 : 只 需求 解 特 征 方程 就 可 
以 得 到 最 终 解 。 然 而 ， 有 一 个 小 小 的 问题 是 : 特征 方程 可 能 有 康 数 解 ， 
即 解 涉及 -1 的 平方 根 。 例 如 方程 4y/dxz+y=0 的 特征 方程 就 是 
mi2z +1= 0，, 而 这 个 特征 方程 的 解 是 虚数 V-1 以 及 -V-1 。 如 果 用 i 和 一 分 
别 表 示 这 两 个 数 ， 上 述 微分 方程 的 解 就 是 ?= 4er + Be ,其 中 4 和 了 吾 依 
然 和 前 面 一 样 ,为 任意 常数 。 折 但 在 所 有 我 们 遇 到 的 指数 函数 中 , 我 们 已 
经 假定 了 所 有 的 指数 都 是 实数 。 那 么 ， 类 似 于 er 的 表达 式 究 竟 意 味 着 什 
么 嘱 ? 18 世 纪 数 学 的 伟大 成 就 之 一 就 是 : 为 函数 e 赋予 含义 ， 即 便 其 中 
的 六 是 虚数 ， 这 些 内 容 我 们 将 会 在 第 13 章 中 涉及 。 

还 必须 考虑 指数 函数 的 另 一 方面 。 当 定义 了 一 个 合适 的 范围 后 ， 大 
部 分 函数 = /Co 都 有 反 函 数 。 也 就 是 说 ， 对 条 件 范围 内 的 每 一 个 x 值 ， 
我 们 都 能 找到 唯一 的 y 值 与 之 对 应 ， 反 之 亦 然 。 从 》 得 到 * 的 这 一 方式 
被 定义 为 函数 (xz) 的 反 函 数 , 用 广 !(o 表示 。 司 例如 函数 = /Go = 六 使 
得 每 个 实数 zx 都 唯一 对 应 着 一 个 大 于 0 的 了 值 ， 也 就 是 x 的 平方 。 如 果 我 
们 将 函数 rz) 限定 在 非 负 实数 范围 内 ， 我 们 就 可 以 实现 逆 过 程 ， 使 得 
y0 的 每 个 ?都 对 应 着 上 唯一 一 个 zx ， 即 》 的 平方 根 :， xz = Vy 。 中 当然 ， 
我 们 可 以 将 上 一 个 等 式 中 字母 交换 ， 让 表示 独立 变量 ， 而 7 了 为 随 之 变 
化 的 量 。 用 广 :来 表示 反 函 数 的 话 ， 我 们 就 可 以 得 到 = 广 (Co = Vx 。 
80oo 与 广 :Co 的 图 形 互 为 轴 对 称 图 形 ， 其 对 称 轴 是 直线 了 = ， 如 图 10-3 
所 示 。 

我 们 的 目的 是 要 找到 指数 函数 的 反 函 数 。 证 我 们 从 方程 >= 估 开始， 
同时 假定 为 已 知 值 。 接 着 ， 我 们 希望 解 出 x ， 即 用 来 表示 x 。 让 我 
们 回忆 一 下 ，? 大 于 0 时 的 布 里 格 斯 对 数 或 常用 对 数 x 应 当 满 足 10" = 。 
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与 此 相同 的 是 ，y 大 于 0 时 的 自然 对 数 x 也 满足 e = 了。 正如 用 *=]gy 来 
表示 数 ) 的 常用 对 数 〈 对 数 的 底 是 10) 那样 ， 我 们 用 *= Iny 来 表示 数 
的 自然 对 数 《〈 对 数 的 底 是 e)。 那 么 ， 指 数 函 数 的 反 函 数 就 是 自然 对 数 函 
数 ， 而 它 的 方程 则 是 了 = Inxz《〈 互 换 x 和 ?yy 的 位 置 )。 图 10-4 在 同一 直角 坐 





图 10-3 “方程 王 2 和 ) 王 Vx 互 为 反 函 数 ， 它 们 的 图 形 
以 直线 天 xz 为 轴 而 互 为 轴 对 称 图 形 





图 10-4 方程 >y= 电 与 y=Inx 互 为 反 函 数 
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已 经 定义 了 自然 对 数 是 指数 函数 的 反 函 数 ， 现 在 我 们 希望 得 到 自然 
对 数 的 变化 率 。 在 这 里 ， 莱 布 尼 茨 的 微分 记 法 又 一 次 发 挥 了 巨大 的 作用 。 
据说 反 天 数 的 变化 率 是 原 函 数 变 化 率 的 倒数 ， 用 符号 表示 就 是 
dz/dy=1l(dyy/dr 。 人 例如， 对 y= 和 我 们 有 d/dx=2xr ， 因 此 
dz/dy =1/2x=1/(2J7) 。 当 我 们 把 zx 和? 互 换 后 ， 结 果 就 变 成 了 : 如 果 
y= wxz， 那么 dr/dxz=1/(2Vz) ; 更 简洁 地 表示 ， 就 是 dvz1dr 1/(2Vx) 。 

在 刚刚 的 例子 中 ， 如 果 我 们 将 形式 表示 为 y= Vxz =xV? ， 也 可 以 运 
用 乘 方 规则 对 和 它 吉 久 求 微分 而 得 到 同样 葬 名 直 果 : 
dj/dz=(V2)xz22 =1(2wVx) 。 但 这 仅仅 是 因为 宕 函数 的 反 函 数 依然 是 一 
个 寡 函 数 ， 我 们 都 对 寡 函 数 的 微分 规则 非常 熟悉 。 对 指数 函数 的 情形 我 
们 则 必须 从 零 开 始 。 由 于 y= 晨 以 及 dh/dx= 姑 =》， 因 此 dz/ 和 y=LVer 
=1/》。 这 也 就 意味 着 ， 将 x 看 做 ?的 函数 时 ，x 的 变化 率 等 于 1/7 。 但 
以 ?了 为 变量 的 x 的 函数 究竟 是 什么 呢 ? 确切 地 说 ， 它 就 是 ny》， 因 为 
y= 全 等 价 于 x= 由 7 。 和 之 前 一 样 ， 我 们 互 换 一 下 x 和 >》 的 位 置 ， 上 述 
公式 就 变 成 ， 如 果 y=Jnx， 那 么 和 的 导数 为 dy/dxz =1xz ;可 以 号 成 更 
简洁 的 形式 ddnxz)/dxz=1/xz。 而 这 也 就 意味 着 mx 是 1/x 的 反 导 数 函 数 : 
Inx= Gapdr.。 吕 ] 

我 们 在 第 8 章 中 看 到 ， 六 的 反 导 数 函 数 是 zt+D+c ， 用 符号 表 
示 就 是 |zdx = xz” /e+D+c， 其 中 c 是 积分 常数 。 这 一 公式 对 除 -1 之 外 
的 所 有 ?7 值 均 适 用 ， 因 为 必须 避免 分 母 2+1 为 0。 但 当头 = -1 时 ， 相 应 的 
范 数 就 是 我 们 刚刚 求 反 导数 的 双 曲 线 孜 数 y=x =Lxz ， 也 就 是 费 马 没 
有 能 够 完成 求 积 的 那个 双 曲 线 函数 。 公 式 |(4/zdx = mx+c 给 出 的 就 是 
“未 尽 事宜 ”的 答案 。 这 也 解释 了 圣 " 文 森 特 曾经 的 发 现 : 双 曲 线 下 的 面 
积 遵 从 一 个 对 数 法 则 (参见 第 7 章 )。 将 这 一 面积 用 4(zx) 表示 ， 我 们 就 可 
以 得 到 4 =Inxr+c 。 如 果 我 们 选择 初始 点 x=1， 就 可 以 得 到 
0=4D=hl+c。 由 于 inl1=0 (0eo=1)， 所 以 c=0 。 至 此 ， 我 们 得 到 
结论 : 从 x=1 到 任意 大 于 1 的 x 范 围 内 的 双 曲 线 y7 =1Vxz 与 x 所 构成 图 形 的 
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面积 等 于 Inx 。 
由 于 =1/xz 的 图 形 在 x>0 时 总 是 位 于 x 轴 的 上 方 ， 它 的 投影 面积 
会 随 着 终止 线 的 不 断 右 移 而 连续 增 大 。 用 数学 语言 描述 就 是 , 该 面积 为 
的 单调 递增 函数 。 而 这 也 意味 着 ， 当 我 们 从 x=1 向 右 逐 步 移 动 时 ， 我 们 
最 终 将 到 达 某 个 点 zf， 使 得 该 面积 恰好 等 于 1。 这 一 特定 的 x 满 足 mx=1， 
运用 nx 的 定义 可 得 x=e =e。 这 一 结果 直接 地 给 出 了 数字 e 与 双 曲 线 相 
关 的 几何 含义 ， 它 类 似 于 r 与 圆 的 关系 。 用 字母 4 表示 面积 ， 我 们 有 : 
圆 : 4=mr” 一 当 r=1 时 ，4=F 
双 曲 线 : 4=lnx 一 当 x=e 时 ，4=1 
只 是 ,注意 一 下 ， 这 种 相似 性 并 不 完美 ， 当 r 被 解释 为 单位 圆 的 面积 
时 ，e 却 是 使 双 曲 线 下 面积 为 1 的 线性 大 小 。 而 有 全， 这 两 个 著名 的 数字 在 
数学 上 非常 相似 的 角色 使 我 们 不 得 不 作出 这 样 的 猜想 : 它们 之 间或 许 还 
藏 着 更 深 的 联系 。 事 实 也 确实 如 此 ， 我 们 也 将 会 在 第 13 章 中 了 解 到 。 
[1] 如 果 底 数 是 0 和 1 之 间 的 数 ， 如 0.35， 相 应 的 图 形 将 是 图 10-1 的 镜像 翻转 ， 
它 从 左 向 右 递减 ， 且 在 zx 一 oo 接近 正 x 轴 。 这 是 因为 表达 式 》= (0.$) = (1 2 可 
以 写成 2* ， 而 它 的 图 形 就 是 函数 y = 妇 图 形 以 ? 轴 为 对 称 轴 的 轴 对 称 图 形 。 
[2] See, for example, Edmund Landau, Pi1erential amqg 1pztegral Calcz1ars (1934)， 


trans. Melvin Hausner and Martin Davis (1950; ipt, New York: Chelsea Publishing 
Combany, 1965), p. 41 。 

[3] 事实 上 ， 我 们 在 第 4 章 已 经 定义 了 e 为 (1+1/m" 在 站 一 oo 《7 为 整数 ) 时 
的 极限 值 。 然 而 ， 在 ”在 所 有 实数 范围 内 《也 就 是 说 ，* 为 连续 变量 ) 趋 于 无 穷 大 
时 ， 上 述 的 定义 依然 成 立 。 这 是 因为 函数 ffx) =(L+l1/x 对 所 有 的 x>0 都 是 连 
续 的 。 

[4] 如 果 特 征 方程 有 一 个 二 重 根 让 《〈 即 两 个 根 相等 ) ， 微 分 方程 的 通 解 就 可 
以 写成 ?= (4+ Bi)e 。 举 个 例子 ， 微 分 方程 dy/d62 -4dyyd+47=0， 它 的 特 
征 方程 2-4mz+4=(p-22=0 具 有 二 重 根 风 =2 ， 因 此 微分 方程 的 解 为 
y=(4+ 忆 )e" 。 要 了 解 求解 的 细节 ， 请 参见 任何 一 本 正规 的 微分 方程 教科 书 。 
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[5] 这 一 符号 多 少 有 些 翡 剧 性 ， 因 为 它 非常 容易 与 1/ jx) 相 混淆 。 

[6] 在 函数 = 刀 中 ,限定 x0 是 为 了 确保 不 会 让 同一 个 7 值 对 应 两 个 不 同 
的 x 值 。 否 则 该 函数 将 不 会 有 唯一 的 反 函 数 ， 例 如 32 = (-3) =9 。 用 代数 术语 表 
示 就 是 ， 在 x 过 0 时 ， 方 程 y= 六 为 一 对 一 函数 。 

[7] 此 结果 给 出 了 自然 对 数 函 数 的 另 一 种 定义 ， 详 见 附录 5。 
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踢 全 者 


各 种 涉及 指数 函数 解 的 问题 中 ,下面 这 个 问题 特别 有 意思 。 一 ， 
十 个 可 人 者 从 飞机 上 跳 下 ， 并 在 上 =0 时 打开 他 的 降落 全 ， 那 么 


当 他 到 达 地 面 时 的 速度 会 是 多 少 呢 ? 

对 相对 小 的 速度 而 言 ， 我 们 可 以 假设 由 空气 所 产生 的 阻力 与 下 降 速 
度 成 正比 。 这 里 ， 用 左 来 表示 该 比例 常数 ， 用 闫 表示 跳 们 者 的 质量 。 两 
个 方向 相反 的 力作 用 于 该 跳伞 者 身上 : :他 的 重力 mg 〈 其 中 g 是 重力 加 速 
度 ， 约 等 于 9.8m/s" )， 以 及 空气 的 阻力 如 〈 其 中 v= v( 是 时 间 上 时 的 下 
降 速 度 )。 沿 着 运动 方向 的 合力 为 严 =mg- 和 总， 这 里 的 负 号 表示 阻力 的 
作用 方向 与 运动 方向 相反 。 

牛顿 的 第 二 运动 定律 可 表述 为 已 =ma ， 其 中 a= dy/dt 表示 加 速度 ， 
即 速度 随 痢 时 间 变 化 的 变化 率 。 因 此 ， 我 们 可 得 

mn 于 mg- 届 (了 ) 


等 式 (D 表 示 了 该 问题 的 运动 方程, 它 是 _ 个 包含 了 未 知 画 数 v_vO) 


的 线性 微分 方程 。 将 等 式 (D) 两 边 分 别 除 以 六 ,并 将 比值 在 / 产 用 ea 来 表示 ， 
得 到 简化 的 表达 : 
dv 


天 
本 8 (= 二 ) (2) 


如 果 我 们 将 表达 式 dvydt 看 成 两 个 细微 变量 的 比值 ， 等 式 2) 可 以 整 


理 成 变量 v” 和 + 分别 在 等 式 两 边 的 形式 : 


7 一 =dt (3) 


分 别 对 等 式 (3) 的 两 侧 积分 ， 即 求 反 导数 ， 可 得 





村 
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人 


_Ling_am=t+c (4) 
人 


其 中 jn 表示 自然 对 数 〈 对 数 的 底数 是 e)，。 是 积分 常数 。e 的 值 可 
以 由 初始 条 件 次 定 : 降落伞 打 开 豚 间 的 速度 。 将 这 -初速 度 用 办 表示， 
即 !=0 时 y= 轴 ;将 它 代 入 到 等 式 (0 中 ， 经 过 细微 的 简化 可 得 
-了 [nlg-a-Ing-ao)]-; 


由 于 对 数 的 法 则 lnx-Iny=ln(xz/ 人 六 ， 因 此 上 述 等 式 可 以 写成 ， 





In | = 一 alt (5) 
多 一 0 
最 终 ， 解 等 式 ($) 得 到 以 上 表示 的 v 的 表达 式 ， 即 
y= 显 (er )+wera (6) 
人 


这 就 是 所 要 求 的 解 v= v(9 。 

从 等 式 (9) 中 我 们 能 够 得 出 两 点 结论 。 首 先 ， 如 果 跳 多 者 在 他 离开 飞 
机 的 瞬间 就 打开 降落 伞 ， 即 w = 0 ， 等 式 (9) 中 的 最 后 一 项 可 以 略 去 。 但 
如 果 他 在 打开 降落 企 之 间 是 自由 落体 的 ， 那 么 随 着 时 间 的 推移 ， 初 始 速 
， 度 几 将 会 呈 指 数 减 少 。 实 际 上 ， 当 上 一 o ， 表 达 式 e# 趋 于 0， 从 而 获得 
极限 速度 w =g/&=mg/ 。 该 极限 速度 与 初始 速度 册 无 关 ， 它 仪 与 跳伞 
者 所 受 的 重力 mg 以 及 阻尼 系数 天 有 关 。 这 也 是 可 以 确保 安全 降落 的 原 
因 。 函 数 v=v( 思 的 图 形 如 图 10-$ 所 示 。 


， 
四 
了 
: 
二 
和 
有 
和 
涂 
， 
， 
| 
， 
， 
， 
上 
1 
， 
如 





图 10-5 空气 中 的 跳伞 者 降落 速度 接近 于 极限 速度 w。 
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感觉 可 以 量化 号 





825 年 ， 德 国生 理学 家 轴 斯 特 ， 海 因 里 希 。 韦 伯 (Erst Heinrich | 
Weber，1795 一 1878) 提出 一 种 用 于 测量 人 类 响应 各 种 身体 刺激 ， ， 
的 数学 定律 。 为 此 他 进行 了 一 系列 的 试验 ;被 试验 对 象 在 试验 中 蒙 上 双 
眼 ， 同 时 手提 重 物 ， 在 对 物体 进行 缓慢 增 重 的 过 程 中 ， 要 求 被 试验 者 在 ， 
感觉 到 物体 重量 增加 的 第 一 时 间 内 作出 反应 。 书 人 发 现 ， 人 们 的 反应 并 ， 
不 是 与 绝对 增 量 成 正比 ， 而 是 与 相对 增 量 正比 。 也 就 是 ， 如 果 一 个 人 能 ， 
够 感觉 出 重量 从 10 磅 变 成 11 磅 的 变化 量 〈 增 加 了 10%);， 那么 ， 当 物 体 的 ， 
初始 重量 为 20 磅 时 ， 他 所 能 感觉 的 阔 值 是 2 磅 〈 也 是 10% 的 增 量 )， 如 果 ， 
物体 是 40 磅 ， 相 应 的 增 量 为 4 磅 ， 如 此 类 推 。 用 数学 形式 表示 就 是 ， 
d 矿 汪 
ds = 4 (D 
其 中 ds 是 被 蒙 眼 的 人 作出 反应 的 阔 值 (可 识别 的 最 小 增 量 )，d 太 是 
相应 的 重量 增 量 ， 矿 是 已 有 重量 ， 而 大 为 比例 常数 。 
韦伯 将 他 的 定律 推广 到 任何 一 种 身体 感觉 上 F， 比 如 感知 物理 压力 的 ， 
痛觉 、 对 光源 亮度 的 知觉 以 及 对 声 源 声 强 的 听觉 。 韦 伯 的 定律 后 来 被 德 ， 
国 物 理学 家 古 斯 塔 夫 。 西 奥 多 。 费 希 纳 (Gustav Theodor Fechner，1801 
-1887 年 ) 所 推广 ， 成 为 著名 的 韦伯 - 费 希 纳 定 律 。 
从 数学 角度 ， 等 式 (D 所 描述 的 韦伯 - 费 希 纳 定律 是 一 个 微分 方程 。 
对 它 积分 后 ， 我 们 得 到 
s= 天 In 了 柬 +C (2) 
其 中 中 是 自然 对 数 ，C 是 积分 常数 。 如 果 我 们 用 了 雄 表示 可 引起 反 
应 的 最 低 物理 刺激 量 《 即 阅 值 )， 那 么 就 有 丈 = 坎 时 s=0， 因 此 ， 


re 


和 


RS 


122 | e 的 故事 : 一 个 常数 的 传奇 





1 EC= 天 mn 两 。 将 它 代 回 等 式 (2)， 同时 利用 jn 刺 -i 丙 =ln( 丈 /于 )， 我 们 
， 最 终 得 到 
矿 
5 大 (3) 


这 表明 人 类 的 反应 遵循 对 数 定 律 。 换 言 之 ， 要 使 作出 的 反应 等 阶 弟 
增 ， 相 应 的 物理 刺激 量 必 须 以 一 个 常数 比率 递增 ， 即 为 几何 级 数 。 

虽然 韦伯 - 费 希 纳 定 律 看 起 来 适用 于 很 多 的 生理 反应 问题 , 但 它 的 一 
， 般 有 效 性 却 成 了 一 件 有 争议 的 事 。 当 物理 刺激 量 是 可 准确 测量 的 客观 量 
时， 人 体 对 它们 的 反应 却 是 主观 的 。 如 何 测量 对 疼痛 的 感觉 呢 ? 或 者 是 
| 对 部 的 感觉 ? 然后 ， 有 一 种 可 精确 测量 的 感觉 ， 对 音调 的 感觉 。 人 类 的 
,耳朵 是 非常 灵敏 的 器 官 ， 它 甚至 可 以 察觉 出 因 0.3% 的 频率 变化 所 引起 的 
音调 变化 。 专业 的 音乐 家 们 可 以 明显 地 感觉 出 与 正确 音调 之 间 的 细微 差 
| 别 ， 而 站 个 是 未 经 二 业 ， 称 鸭 和 站 本 全 也 可 以 轻易 觉察 出 一 个 音符 比 四 





阅 
亚 
5 宫 
下 
向 
二 
渤 


“ 当 书 伯 - 寓 硕 纳 定律 用 于 音调 证 觉 时 ， 音程 〈 以 音调 增加 ) 对 应 于 频 
。 率 上 的 等 比值 增长 。 因 此 音程 对 应 于 频率 比 。 例 如 ， 八 度 音阶 的 第 一 音 

， 阶 对 应 的 频率 比 是 2:1， 第 五 音阶 对 应 的 比率 是 3:2， 第 四 音阶 是 4:3， 如 
， 此 等 等 。 当 我 们 听 到 一 串 八 度 音 阶 的 音符 时 ， 它 们 的 频率 实际 上 是 以 序 
， 列 1 2 4 8 如 增 的 ， 依 此 类 推 〈 如 图 10-6 所 示 )。 因 此 ， 以 音符 所 写成 的 
， 乐谱 实际 上 是 一 个 对 数 尺 ， 其 中 的 垂直 距离 (音调 ) 与 频率 的 对 数值 成 


比例 。 


66 132 264 528 1056 
图 10-6 “等 分 音符 对 应 于 频率 的 几何 递增 关系 。 频 率 为 声音 每 秒 内 的 周期 数 


人 人 的 人 和 克 仙人 和 人 全 信人 不 信 和 让 全 人 全 人 这 放生 人 入， 入 证 全 人 全 和 仙人 





人 


证 
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人 类 耳 茶 感觉 频率 变化 的 非凡 灵敏 度 也 体现 在 它 的 听 为 范 转 上 一 从 ， 
约 20Hz (每 秒 20 个 周期 数 ) 到 约 20 000Hz〈 这 一 上 限 会 随 着 年 龄 的 不 < 同 
而 改变 )。 用 音调 来 表示 ， 这 一 范围 对 应 于 10 个 八 度 音符 (支管 统 乐 队 ， 
很 少 会 使 用 7 个 以 上 的 八 度 音符 )。 相 比 之 下 ， 眼 睛 感觉 到 的 波长 范围 是 ， ， 
从 4 000A〈10-8cm) 到 7 000A 一 一 这 一 范围 还 不 到 两 个 “ 八 度 ”。 ， 

在 这 些 符 合 对 数 规律 的 现象 中 ， 我 们 还 应 提 一 下 声 强 单位 分 贝 , 表 ， 
示 恒 星 亮 度 的 单位 星 等 〇 1， 以 及 地 震 的 强度 单位 里 氏 等 级 。 


AAS 


区 


CR 


RE 





SS 


[1] See, however John B. Hearnshow，“Origins of the Stellar Magnitude Scale” 
Si an Teiescope (November 1992); Andrew T. Young，“How We Perceive Star 
Brightnesses,”S1jp azd Teiescope (March 1990); and S. S. Stevens，“To Honor Fechner ， 
and Repeal his Law,”Science (January 1961)。 ， 
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e' : 神奇 螺 线 


“ 虽 历 沧海 ， 我 依 故 我 .”(Eadem mutata resurgo ) 


显 菩 的 家族 成 员 周 转 总 免不了 有 一 种 神秘 的 气氛 。 兄 弟 反目 、 争 权 
夺 势 以 及 血脉 相 承 的 家 族 烙 印 , 一 直 是 无 数 小 说 和 历史 传奇 中 反复 演绎 
的 题材 。 英 格 兰 有 皇室 ， 美 国有 肯尼迪 和 洛克 菲 勒 家 族 。 但 在 知识 领域 ， 
却 很 难 找到 一 个 在 同一 领域 中 连续 几 代 人 提出 项 级 创造 性 思想 的 家 族 。 
有 两 个 家 族 的 名 字 是 不 得 不 提 的 ;音乐 领域 的 巴赫 家 族 以 及 数学 领域 的 
伯 努 利家 族 。 

1583 年 ， 伯 努 利家 族 的 祖先 为 了 躲避 天 主教 徒 对 胡 格 诺 派 新 教徒 的 
迫害 而 逃离 荷兰 。 他 们 后 来 定居 在 贝 塞 尔 ， 这 是 莱茵 河畔 一 个 宁静 的 大 
学 城镇 ， 位 于 瑞士 、 德 国 和 法 国 的 交界 处 。 伯 努 利 家 族 作 为 成 功 的 商业 
世家 确立 了 他 们 在 当地 的 声望 , 但 年 轻 的 伯 努 利 无 可 救 药 地 迷 上 了 科学 。 
随后 ， 这 一 家 族 开 始 了 从 17 志 纪 末 到 几乎 整个 18 世 纪 的 对 欧洲 数学 的 长 
期 统治 。 

不 可 避免 地 ， 人 们 总 会 将 伯 努 利家 旋 和 巴 畔 家 族 进行 对 比 。 这 两 个 
家 族 势均力敌 ， 各 自在 相应 的 领域 活跃 了 大 约 150 年 。 当 然 ， 他 们 之 间 也 
存在 明显 的 差别 。 巴 区 家 族 中 的 一 位 成 员 尤 其 声名 显 灰 : 约翰 。 塞 巴 斯 
带 安 . 巴 灰 (Johann Sebastian Bach，1685 一 1750)。 他 的 祖先 和 孩子 都 
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是 天 才 音 乐 家 ， 其 中 的 一 些 人 都 赁 自身 实力 成 为 了 著名 的 作曲 家 ， 如 卡 
尔 。 菲 利 普 。 伊 曼 纽 尔 ， 巴 赫 〈Carl Philip Emanuel Bach) 以 及 约翰 。 克 
里 斯 蒂 安 。 巴 蒜 〈Johann Chrisitian Bach); 只 不 过 他 们 都 无 法 企及 约 
翰 。 塞 巴 斯 蒂 安 。 巴 炙 所 达到 的 成 就 。 

伯 尼 利家 族 中 ， 特 别 出 众 的 人 物 不 是 一 个 而 是 三 个 ， 雅 各 布 和 约翰 
兄弟 ， 以 及 约 葵 的 儿子 丹尼尔 〈Daniel)。 巴 赫 家 族 的 生活 非常 融洽 ， 父 
杀 、 叔 伯 以 及 子 辈 们 一 起 和 了 睛 地 追求 着 音乐 艺术 ;但 伯 努 利家 族 却 以 他 
们 的 恩 仇 和 报复 而 闻名 ， 不 仅仅 是 他 们 家 族 内 部 之 闻 如 此 ， 与 其 他 人 之 
闻 也 是 如 此 。 由 于 在 微 积 分 发 明 的 优先 权 之 争 中 站 在 了 莱 布 尼 蒋 这 一 边 ， 
他 们 也 被 卷 和 了 许多 的 纠纷 当中 。 但 这 些 似乎 毫 不 影响 这 个 家 族 的 基因 ， 
这 一 家 族 的 成 员 拥 有 无 穷 的 创造 力 ， 并 在 那 时 几乎 所 有 的 数学 和 物理 领 
域 作出 过 贡献 〈 图 11-1)， 其 中 至 少 有 8 位 取得 了 突出 的 数学 成 就 。 当 约 
输 。 塞 巴 斯 蒂 安 。 巴 蔡 成 为 巴 罗 克 时 代 易 盛 时 期 的 一 个 缩影 ， 并 带 来 长 
达 两 个 世纪 的 音乐 盛世 时 ， 伯 努 利 家 族 开 拓 了 好 几 个 崭新 的 数学 领域 ， 
其 中 就 包括 概率 论 和 变 分 法 。 和 巴赫 们 一 样 ， 伯 努 利 们 也 都 是 伟大 的 老 
师 ， 正 因为 他 们 在 新 发 明 的 微 积 分 法 上 所 作出 的 贡献 ， 微 积分 才 得 以 在 
整个 欧洲 大 陆 盛 行 。 

伯 努 利家 族 中 第 一 个 在 数学 上 达到 卓越 成 就 的 人 是 雅 各 布 〈 又 名 
“雅克 ”和 “ 往 姆 斯 为。 他 出 生 于 1654 年 ，1671 年 他 在 贝 塞 尔 大 学 获得 了 
哲学 学 位 。 拒 绝 了 父亲 尼古拉斯 所 要 求 他 从 事 的 教会 工作 后 ， 收 各 布 找 
到 了 他 在 数学 、 物 理 以 及 天 文 上 的 兴趣 ， 用 他 自已 的 说 话 就 是 :“ 违 背 了 
父亲 的 意愿 后 我 开始 研究 天 体 。” 于 是 ， 他 开始 四 处 旅游 ， 并 与 那个 时 代 
的 顶级 科学 家 们 通信 和 会 面 ， 其 中 就 包括 罗伯特 。 胡 充 〈Robert Hooke) 
以 及 罗伯特 。 波 义 耳 〈Robert Boyle)。 从 这 些 科 学 家 们 身上 ， 雅 各 布 学 
到 了 物理 学 与 天 文学 的 最 新 进展 。1683 年 ， 他 回 到 故乡 贝 塞 尔 在 大 学 任 
教 ， 直 到 1705 年 去 世 。 
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尼古拉斯 
《1623 一 1708 ) 


雅 各 布 一 世 尼古拉斯 一 世 约翰 一 世 
《1654 一 1705) 《1662 一 1716) 《1667 一 1748) 


尼古拉斯 二 世 尼古拉斯 三 世 丹尼尔 一 世 约翰 二 世 
《1687 一 1759) (1695 一 1726) (1700 一 1782) ”〈1710 一 1790) 
约翰 三 世 丹尼尔 二 世 二 
(1746 一 1807》 〈17S1 一 1834) 。 雅 各 布 一世 ， 
克里斯托弗 
《1782 一 1863 ) 


约 得 古 斯 塔 夫 
《1811 一 1863 ) 


图 11-1 伯 努 利家 谱 


雅 各 布 的 第 二 个 弟弟 约翰 〔( 又 名 “约翰 尼斯 ”和 “ 约 尼 ” 出 生 于 1667 
年 。 和 雅 各 布 一 样 ， 他 也 违背 了 父亲 要 他 加 入 家 族 生意 的 意愿 。 他 开始 
学 习 的 是 医学 和 人 文学 ， 但 不 和 久 便 被 数学 所 吸引 。1683 年 ， 他 搬 去 与 雅 
各 布 一 起 居住 ， 从 此 以 后 二 人 的 研究 工作 便 紧 密 地 联系 在 了 一 起 。 他 们 
一 起 研究 了 当时 刚刚 诞生 的 微 积分 学 ， 而 这 花 去 了 他 们 大 约 6 年 的 时 间 。 
我 们 一 定 很 清楚 , 在 那个 年 代 ， 微 积分 是 一 个 刚刚 诞生 的 崭新 学 术 领 域 ， 
即使 是 专业 的 数学 家 也 很 难 掌握 它 ， 更 主要 的 是 ， 当 时 还 没有 任何 教科 
书 。 因 此 ， 兄 弟 二 人 只 能 靠 他 们 自己 坚持 不 司 的 努力 以 及 与 菜 布 尼 茨 的 
积极 交流 来 开展 研究 ， 而 没有 依赖 于 任何 现存 的 成 果 。 

他 们 掌握 这 门 学 科 后 ， 就 立即 着 手 于 传播 推广 ， 这 主要 通过 对 几 个 
顶级 的 数学 家 进行 私人 授课 来 完成 的 。 约 乾 的 学 生 中 包括 后 来 撰写 了 第 
一 部 微 积分 著作 《无 限 小 分 析 》(4mratyzse des jnjipizrent petitg，1696 年 于 
巴黎 出 版 ) 的 洛 必 达 。 在 这 本 书 中 ， 洛 必 达 提出 了 一 种 用 于 计算 0/0 这 一 
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形式 的 不 定 表 达 式 的 法 则 〈 见 第 4 章 )。 但 著名 的 “ 洛 必 达 法 则 ”( 现 在 已 
经 成 了 标准 征 积 分 教材 中 的 一 部 分 ) 实际 上 却 是 由 约翰 发 现 的 。 通 常 当 
一 个 科学 家 以 自己 的 名 义 发 表 别 人 的 发 明成 果 时 ， 属 于 惠 窗 行为 ， 但 这 
里 却 是 正当 的 ， 因 为 他 们 二 人 曾 达成 协议 : 洛 必 达 为 约翰 讲课 支付 学 费 ， 
作为 交换 ， 他 可 以 随意 使 用 约翰 的 成 果 并 以 他 自己 的 名 义 公开 。 洛 必 达 
的 教材 在 欧洲 很 受 欢 迎 ， 并 为 微 积分 在 学 术 界 的 推广 作出 了 巨大 的 贡 
献 。 [9 

伯 努 利 兄 弟 的 名 声 越 来 越 响 ， 争 吵 也 越 来 越 多 。 随 着 约翰 的 成 功 ， 
以 及 他 对 哥哥 雅 各 布 越 来 越 做 慢 的 态度 ， 雅 各 布 似乎 被 激 奴 了 。 事 情 变 
得 一 发 而 不 可 收拾 的 导 火 索 ， 是 兄弟 俩 各 自 独 立 解决 了 1696 年 约翰 曾 提 
出 的 一 个 力学 问题 : 寻找 一 条 曲线 ， 使 得 仅 在 重力 作用 下 沿 此 线 运动 的 
质点 ， 到 达 另 一 个 不 高 于 它 且 非 垂直 下 方 的 点 所 用 的 时 间 最 短 。 这 就 是 
著名 的 最 速 降 线 (brachistochrone， 来 源 于 希 且 语 ， 意 即 “最 短 时 间 轨 
问题 ， 伽 利 略 曾 经 解答 过 这 个 问题 ， 错 误 地 相信 答案 为 一 段 圆 绝 。 约 翰 
再 次 向 “全 世界 最 聪明 的 数学 家 们 ”提出 这 个 问题 ， 并 要 求 求解 的 时 间 
不 超过 6 个 月 。 最 终 有 5 个 人 得 到 了 正确 的 答案 ;牛顿 、 菜 布 尼 茨 、 洛 必 
达 还 有 伯 努 利 兄 弟 俩 。 这 一 曲线 最 终 被 证 明 为 摆 线 ， 它 是 由 圆周 上 的 某 
一 点 在 圆 沿 水 平 线 滚动 时 所 形成 的 轨迹 〈 如 图 11-2 所 示 )。 


了 


络 下 


图 11-2 ” 摆 线 


所 


O 
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这 一 曲线 优雅 的 外 形 以 及 它 独一无二 的 几何 特性 早 就 引起 此 前 几 位 
数学 家 的 兴趣 。 就 在 二 十 多 年 前 ， 克 里 斯 蒂 安 。 惠 更 斯 〈Christian 
Huygens，1629 一 1695) 就 发 现 了 皖 线 是 另 一 个 著名 问题 “等 时 降落 软 迹 ” 
《tautochrone) 的 解 : 找到 一 条 曲线 ， 使 仅 受 重力 作用 的 质点 无 论 从 哪里 
开始 沿 此 线 运 动 ,到达 给 定点 的 时 间 都 是 一 定 的 。( 事 实 上 ， 惠 更 斯 曾 将 
这 一 结果 运用 到 钟表 制造 上 ， 即 将 钟 摆 的 上 端 限 制 在 摆 线 的 两 个 分 支 之 
闻 ， 使 得 不 管 摆 锤 的 振幅 有 多 大 ， 摆 的 周期 均 相 等 。 ) 约翰 对 发 现 该 曲线 
可 以 解决 两 个 问题 感到 非常 兴奋 :“ 我 告诉 你 答案 后 你 肯定 会 惊 呆 , 因为 
那 条 摆 线 ， 惠 更 斯 的 等 时 降落 轨迹 ， 恰 恰 是 我 们 所 要 寻找 的 最 速 降 线 问 
题 的 解 .” 疡 只 不 过 他 们 的 兴奋 很 快 就 变 成 了 令 人 不 快 的 私人 于 怨 。 

驻 管 兄弟 二 人 各 自得 到 了 同样 的 解 , 但 他 们 采用 的 方法 却 边 然 不 同 。 
约翰 借助 于 光学 中 的 一 个 类 似 问 题 : 找到 光线 在 穿 过 一 个 密度 不 断 增 加 
的 渐变 介质 时 所 形成 的 轨迹 〈 这 与 最 短 距 离 路 径 问 题 的 解 一 一 一 条 直线 
一 一 无 关 )。 今 天 的 数学 家 们 可 能 对 依赖 于 物理 原理 解数 学 问题 的 方法 不 
丑 一 顾 ， 但 在 17 世 纪 末 ， 纯 粹 的 数学 与 物理 之 间 的 区 别 并 没有 今天 这 般 
分 明 ， 因 此 其 中 一 门 学 科 的 发 展 都 会 严重 影响 到 另外 一 门 。 

雅 各 布 的 方法 则 更 偏重 于 数学 。 他 运用 了 他 自己 发 展 的 一 门 新 的 数 
学 分 支 学 科 : 变 分 法 。 这 是 一 种 对 常规 微 积分 的 推广 。 在 常规 微 积 分 中 
的 一 个 基本 问题 就 是 要 找到 某 个 给 定 函 数 达 到 最 大 或 最 小 值 时 相应 的 x 
值 。 变 分 法 将 这 一 问题 扩展 到 寻找 极 值 函数 ， 使 某 整 数值 (例如 ， 给 
的 面积 ) 取得 最 大 或 最 小 值 。 这 一 问题 就 演变 为 寻找 微分 方程 ， 使 它 的 
解 为 所 求 函 数 。 最 速 降 线 问 题 就 是 变 分 法 的 最 初 应 用 实例 之 一 。 

尽管 约翰 的 答案 是 正确 的 ， 他 运用 的 推导 过 程 却 是 不 恰当 的 。 后 来 
约翰 试图 用 雅 各 布 正 确 的 推导 方法 来 代替 自己 原 有 的 方法 。 此 举 换 来 的 
却 是 批评 的 声音 ， 并 很 快 使 整 件 事 急剧 恶化 。 当 时 在 荷兰 格 罗 宁 根 大 学 
(CUniversity of Groningen) 任职 的 约翰 发 拆 ， 只 要 他 的 哥哥 还 活着 ， 他 绝 
不 路 入 巴塞 尔 半 步 。1705 年 雅 各 布 去 世 ， 约 翰 很 快 接替 了 他 哥哥 在 巴塞 
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哪怕 只 是 简单 地 列 出 伯 努 利家 族 的 成 就 ， 也 需要 一 整 本 书 .” 雅 各 
布 最 大 的 成 就 丽 怕 当 属 他 在 概率 论 方面 的 巨著 《 猜 度 术 》(4rs 
cozyectar 二 ,他 去 世 后 8 年 的 1713 年 才 得 以 出 版 )。 这 本 在 概率 论 方面 具有 
巨大 影响 的 巨著 足以 媲美 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》。 同 时 ， 雅 各 布 还 在 无 
穷 级 数 方面 做 出 过 意义 重大 的 贡献 , 他 是 第 一 个 解决 收敛 难题 的 人 。 (我 
们 已 经 知道 ， 牛 顿 已 经 注意 到 这 一 问题 ， 只 不 过 是 用 纯粹 的 代数 方法 处 
理 无 穷 级 数 。) 他 证 明了 序列 1 +1/22+1/32+… 的 收敛 性 ， 但 却 无 法 
找到 这 一 和 (直到 1736 年 才 由 欧 拉 找到 该 结果 ， 到 /16 )。 雅 各 布 还 在 运 
用 微分 方程 解决 各 种 几何 和 力学 问题 上 进行 了 十 分 重要 的 工作 。 他 在 解 
析 几 何 中 引入 极 坐 标 ， 并 用 它们 来 描述 好 几 种 螺旋 曲线 《〈 稍 后 将 作 详 细 
介绍 )。 他 是 第 一 个 引入 “积分 ”一 词 来 俞 名 微 积分 中 分 支 的 人 ， 在 此 之 
前 莱 布 尼 茨 称 之 为 “ 求 和 的 微 积 分 ”。 同 时 他 还 是 第 一 个 指出 
lm，_(L+L 问 "与 复 利 问题 之 间 关 系 的 人 。 通 过 对 表达 式 4G+L1/A 进行 
二 项 式 展 开 《〈 见 第 4 章 )， 他 得 出 了 极限 一 定 在 2 和 3 之 间 的 结论 。 

约翰 。 伯 努 利 的 研究 工作 大 致 上 涵 括 了 雅 各 布 的 研究 领域 : 微分 方 
程 、 力 学 以 及 天 文学 。 在 痛苦 而 激烈 的 牛顿 一 莱 布 尼 蒋 之 争 中 ， 他 担当 
了 后 者 的 口舌 。 他 甚至 还 支持 笛 卡 儿 陈 旧 的 洲 涡 论 以 反对 牛顿 刚刚 提出 
的 万 有 引力 论 。 约 翰 在 连续 介质 力学 〈 弹 性 力学 和 流体 力学 ) 方面 作出 
了 非常 重要 的 贡献 ， 并 在 1738 年 出 版 了 他 的 专著 《流体 力学 》 
CEyararica)。 然 而 ， 这 本 书 实 际 上 完全 是 从 他 儿子 丹尼尔 〈Daniel 
Bernoulli ，1700 一 1782 ) 的 著作 《流体 力学 》( 避 dodyzratrica， 与 
Pearaxtica 同 一 年 出 版 ) 那里 慢 窃 而 成 的 。 在 这 本 著作 中 ， 和 丹尼尔 描述 了 
流体 压力 与 速度 之 间 的 关系 ， 而 这 一 关系 就 是 现在 每 个 空气 动力 学 专业 
学 生 都 熟悉 的 伯 努 利 定理 ， 它 是 飞行 器 理论 的 基础 。 

和 约翰 的 父亲 尼古拉斯 要 求 儿 子 经 商 一 般 , 约翰 也 为 丹尼尔 强行 安 
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排 了 这 一 职业 。 但 是 丹尼尔 注定 要 追求 他 在 数学 和 物理 上 的 兴趣 。 约翰 
和 他 的 儿子 丹尼尔 之 间 的 关系 也 不 比 约翰 和 他 的 哥哥 雅 各 布 的 关系 好 
到 哪里 去 。 约 翰 兽 三 次 获得 巴黎 科学 院 两 年 一 次 的 奖励 ， 其 中 第 三 次 
是 与 他 的 睛 子 丹 尼 尔 〈 他 曾 获得 该 奖 10 次 ) 一 起 分 享 的 。 与 儿子 分 享 
同一 个 奖项 让 约翰 非常 恼 息 ， 于 是 他 把 儿子 逐 出 家 门 。 又 一 次 地 ， 伯 
努 利家 族 在 享受 数学 成 就 上 的 声望 的 同时 ， 也 招致 了 因 个 人 网 楚 而 来 
的 恶名 。 

伯 努 利家 族 在 数学 领域 继续 活跃 了 又 一 个 世纪 。 直 到 19 世 纪 中 期 ， 
这 个 家 族 在 数学 上 的 创造 力 才 消失 殖 尽 。 伯 努 利 家 的 最 后 一 个 数学 家 是 
约翰 。 古 斯 塔 夫 。 伯 努 利 〈Johann Gustav Beroulli，1811 一 1863)， 他 是 
丹尼尔 弟弟 约翰 二 世 的 曾孙 ， 他 和 父亲 克里斯托弗 〈Christoph，1782 一 
1863) 于 同一 年 去 世 。 有 意思 的 是 ， 巴 赫 家 族 的 最 后 一 位 音乐 家 ， 风 鞭 
演奏 家 及 画家 约翰 。 菲 利 普 。 巴 炙 《Johann Philipp Bach，17521846) 
也 在 同一 时 代 去 世 。 

让 我 们 以 一 件 轶 事 来 结束 伯 努 利家 族 故 事 梗 概 ， 尽 管 和 其 他 伟人 的 
故事 一 样 ， 这 些 故 事 也 许 就 从 未 发 生 过 。 丹 尼 尔 。 伯 努 利 有 一 次 出 外 旅 
行 ， 遇 见 一 位 陌生 人 ， 两 个 人 谈 得 很 投机 。 了 是 同时 尔 关于 地 日 我 介绍 
说 :“ 我 是 丹尼尔 。 伯 努 利 。” 那 人 听 完 顿 了 一 会 ， 随 后 就 用 一 种 讽刺 的 
口气 说 :“ 我 是 艾 萨 克 。 牛 顾 。” 这 铝 话 使 丹尼尔 终身 以 此 为 荣 ， 认 为 这 
是 他 所 得 到 最 大 的 蒸 维 。 针 

自从 1637 年 笛 卡 儿 引 入 解析 几何 后 ， 所 有 引起 数学 家 们 极 大 兴趣 的 
诸多 曲线 中 ， 有 两 条 曲线 具有 非常 特殊 的 地 位 : 摆 线 〈 前 面 已 提 到 了 ) 
和 对 数 螺 线 。 其 中 ， 后 者 是 雅 各 布 。 伯 努 利 的 拿手 好 戏 ， 但 在 我 们 开始 
讨论 它 之 前 ， 必 须 简 单 地 描述 一 下 极 坐 标 。 笛 卡 儿 曾 提 出 在 一 个 由 两 条 
线 (zx 轴 和 yy 轴 ) 划分 的 平面 上 对 某 个 点 尸 进 行 定位 ， 前 提 是 已 知 它 到 
两 条 线 之 间 的 距离 。 但 我 们 还 可 以 通过 下 面 这 种 方法 对 点 己 进 行 定位 : 
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给 定点 尸 到 某 个 固定 点 D 之 间 的 距离 >， 也 就 是 所 谓 的 “ 极 ”( 通 常 选 择 
直角 坐标 系 的 原点 作为 固定 的 点 O )， 以 及 射线 OP 与 某 个 固定 的 参考 线 
《比如 x 轴 ) 之 间 的 夹 角 9 〈 如 图 11-3 所 示 )。 这 两 个 数 (r, 外 就 是 点 已 的 
极 坐标 ， 相 对 于 直角 坐标 系 而 言 就 是 (x,)) 。 乍 一 看 ， 这 样 的 坐标 系统 显 
得 很 奇怪 ， 但 实际 上 它 是 非常 常见 的 一 一 想象 一 下 飞行 控制 室 中 的 雷达 
显示 屏 上 是 怎样 显示 飞机 的 方位 的 。 








图 11-3” 极 坐标 


与 方程 y= jz) 可 以 看 成 直角 坐标 中 的 某 个 点 (2 妨 运 动 所 形成 的 
轨迹 类 似 , 方程 六 = g(9) 也 可 以 被 认为 是 极 坐标 中 某 个 运动 的 点 (r,9) 所 
形成 的 轨迹 。 值 得 注意 的 是 ， 同 一 个 表达 式 在 两 个 不 同 的 坐标 系 中 往往 
会 表示 两 个 不 同 的 曲线 。 例 如 ， 方程 y>=1 描 述 的 是 一 条 水 平 线 ， 而 >=1 
表示 的 则 是 一 个 圆心 在 原点 ， 半 径 为 1 的 圆 。 换 言 之 ， 同 一 图 形 在 直角 坐 
标 系 和 极 坐 标 系 中 有 不 同 的 表达 式 。 例 如 ， 刚 刚 的 述 的 那个 圆 的 极 坐 标 
表示 为 ?=1， 但 直角 坐标 方程 却 是 六 + 刀 =1。 坐 标 系 的 选择 取决 于 是 
否 便 利 。 图 11-4 给 出 的 是 一 个 “8” 字 形 的 曲线 ， 它 就 是 著名 的 伯 努 利 双 
纽 线 〈 因 雅 各 布 而 得 名 )， 它 的 极 坐 标 方程 是 疡 = a cos29 ， 相 应 的 直角 
坐标 方程 就 要 复杂 很 多 : (双关 =o2(z2 一 她 ) 。 
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图 11-4 伯 努 利 双 纽 线 


在 伯 努 利之 前 ， 极 坐标 只 是 被 偶尔 使 用 ， 牛 顿 在 他 的 《 流 数 法》 中 
将 它 称 为 适用 于 表述 螺旋 曲线 的 八大 坐标 系统 之 一 。 但 是 雅 各 布 。 伯 努 
利 是 第 一 个 将 极 坐标 进行 扩展 运用 的 人 ， 他 将 极 坐 标 应 用 于 各 种 曲线 的 
表述 中 ， 并 从 中 寻找 它们 的 各 种 特性 。 当 然 ， 他 首先 要 做 的 就 是 用 极 坐 
标 方法 详细 描述 出 曲线 的 各 种 属性 ， 如 曲线 的 斜率 、 曲 率 、 弧 长 、 面 积 
等 它们 在 直角 坐标 系 中 的 属性 已 经 由 牛顿 和 莱 布 尼 欧 完成 了 。 这 一 的 任 
务 放 在 今天 当然 是 很 容易 的 ， 第 一 年 的 积分 课程 中 这 是 普通 得 不 能 再 普 
通 的 课 后 练习 。 但 在 伯 努 利 的 时 代 ， 这 是 开天辟地 的 举动 。 

在 转换 到 极 坐标 的 过 程 中 ， 雅 各 布 有 机 会 研究 到 许多 新 的 曲线 ， 对 
此 他 满 用 热 情 。 前 面 我 们 已 经 提 到 过 的 ， 雅 各 布 最 偏爱 的 就 是 对 数 螺 线 。 
它 的 极 坐标 方程 是 mr = ag ， 其 中 a 是 一 个 常数 ， 而 耳 是 自然 对 数 ， 即 
当时 所 谓 的 “ 双 曲 线 ” 对 数 。 今 天 ， 我 们 一 般 将 这 个 函数 写成 >= e% 的 
形式 ， 但 在 那个 时 代 指 数 还 未 得 到 充分 认识 〈 甚 至 ， 数 字 e 还 没有 用 一 个 
特定 的 字符 来 指 代 )。 一 如 既往 地 ， 在 微 积分 计算 中 ， 我 们 往往 用 弧度 而 
非 度数 ， 即 弧度 法 来 表示 角 9 。1 弧 度 指 的 是 圆 弧 上 两 点 满足 如 下 条 件 时 
与 圆心 所 形成 的 夹 角 : 圆 弧 上 这 两 点 之 间 的 弧 长 恰好 等 于 圆 的 半径 > (如 
图 11-$ 所 示 )。 由 于 圆周 长 为 2rr ， 因 此 旋转 一 周 所 对 应 的 角度 为 2r ( 约 


第 11 章 e?: 神奇 螺 线 | 133 


等 于 6.28) 弧度 , 所 以 2 张 度 =360。,， 从 中 可 以 得 到 1 张 度 等 于 360?/2r ， 


约 等 于 $7? 。 
全 


图 11-5 ”弧度 的 测量 


如 果 我 们 在 极 坐 标 系 中 画 出 方程 >=e% ， 就 可 以 得 到 一 个 如 图 11-6 
所 示 的 曲线 ， 也 就 是 对 数 螺 线 。 其 中 常数 a 决定 了 曲线 的 增长 速率 。 如 
果 a 是 一 个 正 数 ， 当 我 们 沿 着 道 时 针 方 向 旋转 时 ， 到 极点 的 距离 ”会 
之 增长 ， 并 形成 一 个 左手 螺 线 ， 相反 ， 如 果 a 是 负数 ，> 随 之 递减 而 形 
成 右 螺 线 。 曲 线 >=e” 和 = e ”构成 对 称 图 形 〈 如 图 11-7 所 示 )。 


了 


[人 小 ) - 
晤 本 


图 11-6 对 数 螺 线 
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7 一 622 =e 2 


图 11-7 ”左手 虹 线 与 右手 螺 线 


或 许 对 数 螺 线 一 个 最 重要 的 特征 就 是 ， 如 果 使 角 刀 等 量 增加 ， 到 极 
点 的 距离 > 会 以 相同 的 变化 率 增加 ， 即 以 几何 级 数 增加 。 这 可 由 特性 
e ”=e” xe' 而 得 ， 其 中 的 因子 e” 就 是 公 比 。 具 体 而 言 ， 如 果 让 曲线 
旋转 几 周 〈 即 以 2x 的 倍数 增加 角 的 度数 9 )， 我 们 就 可 以 测量 出 沿 着 任 
何 一 条 从 点 O 发 出 的 射线 所 形成 的 距离 ， 并 观察 他 们 的 几何 增长 规律 。 

如 果 我 们 从 螺 线 上 的 任意 固定 的 点 己 向 内 旋转 ， 那 么 在 到 达 极 点 之 
前 ， 我 们 必须 进行 无 限 次 的 旋转 。 但 是 奇妙 的 是 ， 旋 转 所 有 覆盖 的 距离 却 
是 一 个 有 限 值 。 这 一 有 趣 的 现象 是 由 伊 万 吉利 斯 塔 。 托 里 拆 利 
《Evangelista Torricelli，1608 一 1647) 1645 年 所 发 现 ， 他 是 著名 的 物理 实 
验 家 伽利略 的 门徒 。 他 得 出 的 结论 是 ， 螺 线 从 点 尸 到 极点 的 攻 线 长 度 等 
于 螺 线 在 尸 点 的 切线 与 》 轴 所 形成 线段 的 长 度 〔 如 图 11-8 所 示 )。 当 螺 线 
的 角度 & 线 性 增加 时 ， 托 里 拆 利 认 为 螺 线 半径 以 几何 级 数 递增 ， 这 让 人 
们 联想 到 费 马 求 利 线 y = 六 下 投影 面积 的 方法 。( 当 然 ， 借助 于 积分 学 的 
方法 ， 这 一 结果 更 易 获 得 ， 详 情 请 参考 附录 6。) 他 的 结果 是 非 代数 曲线 
的 第 一 求 长 法 一 寻求 弧 线 的 长 度 。 
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图 11-8 ”对 数 螺 线 的 求 长 法 :线段 P7 的 长 度 等 于 从 P 到 O 的 张 线 长 度 


对 数 螺 线 的 一 些 最 著名 的 性 质 是 建立 在 函数 e# 等 于 它 自身 的 导数 
这 一 基础 之 上 的 。 例 如 ， 每 一 条 经 过 极点 的 直线 切割 对 数 螺 线 所 形成 的 
夹 角 相 等 《如 图 11-9， 这 一 特点 的 证 明 在 附录 6 中 有 所 描述 )。 不 仅 如 此 ， 
对 数 螺 线 还 是 唯一 具有 该 性 质 的 曲线 ， 因 此 它 也 被 称 为 等 角 螺 线 。 这 使 
得 对 数 螺 线 与 圆 〈 圆 的 夹 角 是 90 度 ) 有 紧密 的 关系 。 事 实 上 ， 圆 是 增长 
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速率 为 0 的 对 数 螺 线 的 特例 : 将 a=0 代 入 方程 >=e“% ， 我 们 得 到 
r=e =1， 也 就 是 单位 圆 的 极 坐 标 方程 。 





图 11-9 对 数 螺 线 的 等 角 性 : 每 一 条 经 过 极点 的 直线 切 
割 对 数 螺 线 所 形成 的 夹 角 相 等 


对 数 螺 线 让 雅 各 布 。 伯 努 利 最 为 兴奋 的 特性 是 ， 在 大 多 数 的 几何 变 
化 过 程 中 ， 对 数 螺 线 都 是 保持 不 变 的 。 例 如 ， 考 虑 一 下 它 的 互 逆 变 换 。 
一 个 极 坐 标 为 (",9) 的 点 己 被 映射 到 另外 一 个 极 坐标 为 (mg) 的 点 2 
(如 图 11-10 所 示 )。 通 常情 况 下 ， 互 逆 变 换 会 彻底 改变 曲线 的 形状 ， 例 如 
双 曲 线 y =1/x 被 转换 成 前 面 所 提 到 的 伯 努 利 双 纽 线 。 这 一 点 都 不 奇怪 ， 
因为 将 > 换 成 1/r 意 味 着 一 个 靠近 原点 O 的 点 在 发 生变 换 后 将 会 远离 它 ， 
反之 亦 然 。 但 这 一 规则 对 对 数 螺 线 而 言 似 乎 不 那么 奏效 : 将 > 换 成 1/r 只 
是 将 方程 >=e 变 成 了 r=1/e” =e ,而 后 者 的 图 形 仅仅 是 原来 螺 线 的 
对 称 图 形 。 
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图 11-10 单位 圆 中 的 互 道 变换 ，OP。OOC=-l 


正如 互 道 变换 可 以 从 给 定 的 曲线 中 产生 新 的 曲线 一 样 ， 我 们 也 能 从 
给 定 曲线 中 构建 渐 届 线 而 获得 新 的 曲线 。 这 涉及 曲率 中 心 的 概念 。 前 面 
讲 过 ， 曲 线 上 每 一 点 的 曲率 代表 的 是 该 点 改变 方向 的 速率 ， 它 是 一 个 随 
着 点 的 变化 而 变化 的 数 〈 就 和 曲线 的 切线 随 着 点 的 变化 而 变化 一 样 )， 因 
此 它 是 一 个 独立 变量 的 函数 。 曲 率 通 常用 希腊 字母 x 〈Kappa) 来 表示 ， 
它 的 倒数 1/x 被 称 为 曲率 半径 ， 通 常用 字母 p 表示 。p 越 小 ， 该 点 的 曲 
率 越 大 ， 反 之 亦 然 。 一 条 直线 的 曲率 是 0 ， 因 此 它 的 曲率 半径 是 无 穷 大 。 
圆 共有 固定 的 曲率 ， 它 的 曲率 半径 很 简单 ， 就 是 它 的 半径 。 

如 果 我 们 过 曲线 的 每 一 点 作出 该 点 切线 的 垂直 线 〈 在 曲线 的 凹面 
侧 )， 并 且 沿 着 它 量 出 一 段 长 度 恰 好 等 于 该 点 曲率 半径 的 线段 ， 我 们 就 得 
到 了 这 个 点 的 曲率 中 心 〈 图 11-11 所 示 )。 渐 屈 线 就 是 原 曲线 上 每 一 点 运 
动 过 程 中 该 点 对 应 的 曲率 中 心 所 形成 的 轨迹 。 通 常情 况 下 ， 渐 届 线 都 与 
原 曲 线 不 同 ， 是 一 个 全 线 的 曲线 ， 例 如 抛物 线 y= 关 的 渐 届 线 是 一 条 半 三 
次 抛物 线 ， 它 的 方程 通常 是 = 关 ” 这 类 形式 〈 图 11-12 所 示 )。 而 令 雅 各 
布 " 伯 努 利 自己 欣喜 不 已 的 发 现 是 ， 对 数 螺 线 就 是 它 自 己 的 渐 届 线 。( 摆 
线 也 有 这 一 特点 ， 具 不 过 摆 线 所 对 应 的 渐 屈 线 是 另外 一 条 摆 线 ， 它 与 原 
来 的 摆 线 相同 ， 但 是 发 生 了 位 移 变化 ， 如 图 11-13 所 示 ， 而 对 数 螺 线 的 渐 
屈 线 就 是 对 数 螺 线 本 身 。) 他 还 发 现 了 对 数 螺 线 的 垂 足 曲线 一 一 极点 在 给 
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定 曲线 上 点 的 切线 上 的 垂直 投影 所 形成 的 轨迹 一 还 是 它 本 身 。 不 仅 如 
此 ， 他 还 发 现 了 对 数 螺 线 的 焦 散 曲线 一 一 位 于 极点 的 光源 辐射 的 光线 被 
曲线 反射 而 形成 的 曲线 一 一 依然 是 它 本 身 。 








图 11-11 半径 与 曲率 中 心 


图 11-12 ” 扫 物 线 的 渐 届 线 
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图 11-13 ” 摆 线 所 对 应 的 渐 届 线 是 另外 一 条 与 原来 的 摆 
线形 状 相同 ， 但 位 移 发 生 了 变化 的 摆 线 


雅 各 布 被 他 自己 的 这 些 发 现 深 深 打动 ， 因 此 他 写 下 了 一 段 深奥 的 赞 
誉 献 给 这 条 他 所 深 爱 的 曲线 :“ 这 条 神奇 螺 线 具有 奇特 而 又 精彩 的 特 
征 …… 它 总 是 产生 一 条 与 它 自己 相似 ， 实 际 上 完全 一 致 的 螺 线 ， 它 可 进 
可 退 ， 可 被 反射 ， 可 被 折射 …… 它 应 当 用 来 象征 在 灾难 中 坚 不 可 拱 的 精 
神 ， 或 者 象征 在 历尽 万 变 甚至 死 后 ， 也 能 完美 如 初 的 人 体 。” 铝 他 将 对 数 
螺 线 起 名 为 “神奇 螺 线 ”， 并 希望 在 他 死 后 可 以 按照 阿 基 米 德 的 做 法 ， 将 这 
一 则 线 刻 在 他 的 墓碑 上 ， 并 加 以 “ 虽 历 沧海 ， 我 依 故 我 ”的 募 志 铬 一 一 根 
据 传 说 ,， 阿 基 米 德 要 求 在 他 的 幕 碑 上 刻 一 个 圆柱 ,圆柱 里 内 切 着 一 个 球 ， 
球 的 直径 恰 与 圆柱 的 高 相等 。 雅 各 布 的 遗愿 基本 得 到 了 满足 。 不 知道 是 
因为 疏忽 还 是 为 了 偷懒 ， 石 拍 虽 然 在 雅 各 布 的 莫 碑 上 刻 了 一 条 由 线 ， 但 
那 是 一 条 阿 基 米 德 螺 线 ， 而 不 是 对 数 螺 线 。( 在 阿 基 米 德 螺 线 或 渐 开 线 
中 ， 每 一 次 连续 变化 所 引起 的 与 极点 距离 的 变化 量 ， 都 以 固定 差 值 而 非 
固定 比值 增 大 ， 胶 片 唱 盘 上 的 声 轨 就 是 一 条 渐 开 线 。) 现在 到 巴塞 尔 蒙 斯 
特 尔 大 教堂 的 游客 们 还 可 以 在 修道 院 中 看 到 墓碑 上 的 图 形 。 即 便当 时 牙 
各 布 没 有 死 ， 他 也 会 被 这 条 螺 线 活活 气 死 。 
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图 11-14 雅 各 布 。 伯 努 利 在 巴塞 尔 的 莫 碑 。 由 巴塞 尔 的 
Birkhiuser Verlag AG 出 版 商 授 权重 发 
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[1] 参考 第 9 章 的 第 9 条 注解 。 

[2] Quoted in Bric Temple Bel，Hen of Mtjperaatics，2 vols. (1937; rpt， 
Harmnondsworth: Penguin Books, 19605), 1:146。 

f] 瑞士 出 版 商 Birkhiuser 已 经 获得 了 伯 努 利家 族 科学 研究 及 相关 成 果 的 出 
版 权 。 从 1980 年 开始 的 这 一 巨大 工程 预计 将 在 2000 年 完成 ， 相 应 的 出 版 物 将 会 
达到 30 卷 。 

[4] Bell，Henr of Matjpemaatics，1:1S$0;， also Robert Edouard Moritz，Omp 
Adatjeraatics ap10 Matperaaticiatg (erpaoxrapilia Matjperpatica (1914; rpt. New York: 
Dover, 1942), p.143 。 

[$] Quoted in Thomas Hill 7Pe Cses or Matjpesis, Bibliotheca Sacra, vol. 32, pp. 
5S15-3S16, as quoted by Moritz, Op Matpenaatics azd Ma 纺 eraaticia1zg PP. 144-145。 
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全 和 说 人 全 全 


人 
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约翰 塞 巴 斯 蒂 有 . 巴 衬 与 
约翰 伯 到 利 的 历史 性 会 面 


赫 家 族 是 否 有 成 员 曾 经 碰 到 过 伯 努 利家 族 的 人 呢 ? 可 能 性 很 

小 。 在 17 世 纪 ， 除 非 有 足够 的 理由 ， 人 们 才 会 旅行 ， 而 且 是 

当做 一 项 事业 去 完成 。 除 非 偶 遇 ， 否 则 他 们 会 面 难 一 可 能 的 理由 就 是 彼 

此 仰 莫 而 产生 了 强烈 的 见面 的 意愿 ， 只 不 过 目前 还 没有 找到 任何 证 据 来 

证 明 这 一 点 。 然 而 ， 他 们 之 闻 兽 经 磁 过 面 的 说 法 倒 也 讲 得 道 。 让 我 们 想 

象 一 下 约翰 。 伯 努 利 〈 也 就 是 约翰 一 世 ) 与 约翰 。 塞 巴 斯 蒂 安 。 巴 赫 会 

面 的 情景 。 时 间 是 1740 年 ， 这 时 二 者 的 声望 均 达到 了 顶峰 。 这 一 年 ， 身 

为 风 且 演 奏 家 、 作 曲 家 的 巴 灰 55 岁 ， 担 任 着 德国 莱比锡 圣 。 托马斯 大 教 

堂 的 合唱 团 总 指挥 。 而 73 岁 的 伯 努 利 则 是 巴塞 尔 大 学 最 具 盛 名 的 教授 。 
会 谈 的 地 点 在 距离 两 人 居住 地 方 中 间 的 纽伦堡 。 

巴赫 教授 先生 ， 入 闻 您 在 数学 方面 的 卓越 成 怠 ， 今 日 与 您 相 见 ， 

实在 倍 感 荣幸 啊 。 

伯 努 利 ” 我 也 非常 高 兴 能 够 见 到 您 ， 指 挥 家 先生 。 您 风琴 演奏 家 及 

作曲 家 的 声名 已 胜 于 非 菜 菌 河 了 。 但 想 我 冒昧 地 问 一 句 ， 

阁下 真 的 对 我 的 工作 感 兴趣 吗 ? 我 的 意思 是 ， 音 乐 家 们 通 

常 都 不 太 精 通 数 学 ， 对 吧 ? 不 瞒 您 说 ， 我 对 音乐 的 兴趣 也 

仅仅 局 限 在 理论 方面 。 谈 谈 我 的 工作 皮 ， 不 久 前 我 和 我 的 

犬 子 丹尼尔 一 起 对 弦 的 振动 理论 进行 了 一 些 研究 。 这 是 一 

个 全 新 的 研究 领域 ， 在 数学 中 我 们 称 之 为 连续 介质 力学 。 癌 

巴赫 实际 上 ， 我 也 对 弦 的 振动 方式 很 感 兴趣 。 正 如 您 所 知 ， 我 

有 时 也 会 弹 奏 大 键 琴 ， 它 的 声音 就 是 道 过 按键 迫使 弦 振 动 


伯 努 利 
巴赫 
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而 产生 的 。 我 被 这 个 乐器 的 技术 问题 困 挑 多 年 ， 看 来 也 只 
有 今天 才 有 望 得 到 答案 啊 。 

那 究竟 是 什么 问题 呢 ? 

你 也 是 知道 的 ， 通 常 我 们 所 用 的 音阶 都 基于 弦 的 振动 规 
律 。 在 音乐 中 使 用 的 音程 〈 八 度 、 五 度 、 四 度 等 ) 都 来 自 
于 弦 的 和 音 和 泛音 〈 弦 的 振动 导致 的 弱 高 音 )。 这 些 和 音 的 
频率 是 基 频 〈 最 低 的 那个 频率 ) 的 整数 倍 ， 所 以 它们 形成 
了 级 数 1，2，3，4，… 【如 图 11-15$ 所 示 )。 我 们 的 音程 对 
应 于 这 些 数 的 比率 : 八 度 是 2:1， 五 度 是 3:2， 四 度 是 4:3， 
等 等 。 而 这 些 比率 所 形成 的 音阶 就 被 称 为 纯 律 音阶 。 


革 
， 
1 
， 
下 
， 


注 
注 
: 没 
天 
全 
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没 
要 
， 
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由 振动 的 弦 押 发 出 的 和 音 或 泛音 的 序列 。 数字 表示 的 是 
音符 的 相对 频率 


1 


| 
个 尿 







这 正好 符合 我 对 数列 的 偏爱 。 
但 有 个 问题 。 这 些 比值 所 构建 的 纯 律 音阶 中 包含 3 个 基本 
9 音程 ，9:8、10:9 以 及 16:15〔〈 如 图 11-16 所 示 )。 前 面 两 个 ， 
音程 几乎 相等 而 且 每 个 玫 被 条 为 一 个 全 音 , 或 第 一 青 (这 这 ， 
一 命名 的 原因 是 它 与 标尺 中 的 第 二 个 音符 有 关 )。 最 后 一 个 ， 
此 值 要 小 得 多 ， 因此 被 称 为 半 喜 现在 ， 假如 你 内 C 滑 开始 ，， 


向 高 音 部 分 的 音阶 依次 为 C-D-E-F-G-A-B-C,， 第 一 个 音程 ，， 
即 从 C 调 到 D 调 ， 就 是 一 个 频率 比 为 9:8 的 全 音 。 接 下 来 的 一 


了 
个 音程 ， 从 D 调 到 PE 调 ， 也 是 一 个 全 音 ， 但 是 对 应 的 频率 比 ， 
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， 却 是 10:9。 余 下 的 各 音程 分 别 为 E 调 到 F 调 16:15)，F 调 到 
， G 调 〈9:8)，G 调 到 A 调 〈10:9)，A 调 到 B 调 〈9:8) 以 及 最 
终 的 B 调 到 C" 调 〈16:15) 一 一 最 后 一 个 C" 调 是 C 调 的 高 八 度 
， 音 。 这 一 音阶 就 是 常 说 的 C 大 调 。 但 不 管 是 从 何 音符 开始 ， 
都 应 该 存在 着 同样 的 比率 关系 。 每 一 个 大 音阶 都 包含 着 相 
同 顺序 的 音程 。 


三 二 三 二 三 王 = 王 王 二 = 


264 297 330 352 396 440 495 528 


AAA 一 


9:8 10:9 16:15 9:8 10:9 9:8 16:15 
图 11-16 C 大 调 的 音阶 。 上 一 行 数 表 示 一 个 八 度 里 每 个 音符 的 频 
率 ， 下 一 行 数 表示 相 邻 两 个 音符 的 频率 比 
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伯 努 利 ”我 明白 了 你 的 意思 ， 你 对 同一 个 全 音程 对 应 两 个 不 同 的 比 
值 感到 很 迷惑 ， 对 吧 ? 但 是 ,为 哈 你 会 被 此 困扰 呢 ? 毕 亮 ， 
音乐 已 经 出 现 了 好 多 个 世纪 , 而 且 没有 其 他 人 为 此 所 困 啊 。 

巴赫 事实 上 ， 确 实 不 值得 这 样 。 但 是 ， 不 仅 全 音 有 两 个 截然 不 
同 的 比值 ， 而 且 ， 如 果 我 们 把 两 个 半音 相 加 ， 它 完全 不 等 
于 全 音 中 的 任何 一 个 。 你 也 可 以 自己 验算 一 下 。 这 就 好 像 
1/2+1/2 并 非 恰 好 等 于 1， 仅 仅 是 近似 等 于 。 

伯 努 利 〈 埋 头 在 他 的 笔记 本 上 画 了 一 些 图 )。 确 实 像 你 说 的 那样 。 
要 把 音程 相 加 ， 必 须 将 它们 所 对 应 的 频率 比值 相 匀 。 两 个 
半音 相 乘 也 就 对 应 于 它们 的 乘积 (16 : 139)X(16 : 15) = 
256 : 22$， 近 似 等 于 1.138， 这 一 结果 比 9 : 8 = 1.125 和 
10 : 9= 1.I11 都 要 略 大 。 

巴赫 你 已 经 明白 了 其 中 的 微妙 之 处 。 大 键 琴 有 一 个 独立 的 机 械 


伯 努 利 


巴赫 
伯 努 利 
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体系 ， 使 得 每 根 弦 都 只 在 一 个 特定 的 基 频 振动 。 这 也 就 意 ， 
味 着 如 果 你 想 演奏 D 大 调 的 一 段 ， 而 不 是 C 大 调 〈 也 就 是 常 ， 
见 的 变调 )， 那么 第 一 个 音程 (从 D 调 到 E 调 ) 就 会 是 10 : 9，， 
而 不 是 原来 的 9 : 8。 这 倒 也 没什么 ， 因 为 10 ; 9 依然 属于 音 
阶 中 的 一 部 分 ， 而 且 ， 大 部 分 的 听众 也 无 法 分 辨 出 这 种 细 ， 
微 的 区 别 。 而 接 下 来 的 音程 也 应 当 是 一 个 全 音 ， 它 可 由 半 ， 


音 E 调 到 F 调 以 及 半音 F 调 到 升 F 调 组 成 。 这 样 ， 相 应 的 比率 
就 变 成 了 (16 : 13)X(16 : 13)=256 : 225， 这 一 音程 在 音阶 


中 是 不 存在 的 。 而 这 个 问题 也 只 是 混杂 在 变调 中 出 现 ,， 并 


且 带 来 了 一 个 新 的 音阶 。 简 而 言 之 ,按照 目前 的 调 音 系统 ， 


我 无 法 从 一 个 音程 变调 到 另 一 个 ， 除 非 我 只 是 演奏 很 少 的 ， 


几 种 可 以 发 出 连续 音调 的 乐器 ， 如 小 提琴 或 者 是 人 声 。 


《不 等 伯 努 利 回答 ): 不 过 我 找到 了 一 种 矫正 方法 : 让 所 有 : 
的 全 音 都 相等 。 这 就 意味 着 两 个 半音 相 加 总 能 得 到 一 个 全 ， 





音 。 只 是 ， 要 完成 这 一 工作 ， 我 不 得 不 放弃 自己 所 喜欢 的 
音 音程 作为 妥协 。 在 新 方法 中 ， 高 八 度 音 由 12 个 相同 的 


半音 组 成 ,我 把 它 称 为 平均 律 。 四 问题 是 ,我 很 难 让 我 那些 ， 


音乐 界 的 朋友 们 理解 这 种 新 音阶 的 优势 。 他 们 还 是 执 半 地 
守 着 旧 音 阶 不 放 。 


也 许 我 能 帮 上 您 一 点 忙 。 首 先 ， 我 需要 知道 您 新 的 音阶 中 


半音 的 频率 比 是 多 少 。 

昌 ， 你 是 位 数学 家 嘛 。 我 相信 你 可 以 轻松 搞定 。 

我 刚刚 算 了 一 下 。 如 果 八 度 音 中 有 12 个 相等 的 半音 ， 那 么 
每 个 半音 的 频率 比 就 是 以 2 : 1。 实 际 上 ， 将 所 有 的 12 个 半 
音 相 加 ， 对 应 的 音程 就 是 (以 2)” ， 也 就 是 八 度 音 2 : 1。 吕 
我 现在 彻底 被 你 搞 糊涂 了 。 我 对 数学 的 知识 仅仅 局 限于 初 
等 代数 学 。 你 可 以 用 示意 图 表示 出 这 种 关系 吗 ? 
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伯 努 利 


巴 蒜 
伯 努 利 


我 想 应 该 没 问题 吧 。 我 的 哥哥 雅 各 布 花 了 大 量 的 时 间 研 究 
一 种 叫做 对 数 螺 线 的 曲线 。 在 这 种 曲线 中 ， 等 角度 的 旋转 
所 引起 的 曲线 的 点 到 中 心 点 距离 的 增 量 都 是 等 比例 的 。 这 
不 正好 是 您 刚刚 所 描述 给 我 的 那个 音阶 问题 吗 ? 

你 能 给 我 看 看 那 条 曲线 吗 ? 

当然 啦 〈 如 图 11-17 所 示 )。 在 和 你 谈话 的 过 程 中 ， 我 已 经 
在 这 条 曲线 上 标 出 了 12 个 相等 的 半音 。 要 从 一 个 音阶 声调 
到 另 一 个 音阶 ， 你 只 要 旋转 这 条 曲线 ， 使 开始 的 那个 音 
恰好 落 在 x 轴 上 。 余 下 的 那些 音调 就 会 自动 就 位 。 这 真 的 可 
以 当成 某 种 意义 上 的 音乐 计算 器 啊 。 





图 11-17 平均 律 音阶 的 12 个 音调 分 布 在 一 条 对 数 螺 线 上 


巴赫 这 听 起 来 确实 很 令 人 兴奋 。 或 许 你 的 螺 线 可 以 帮助 我 教会 


那些 年 轻 的 音乐 家 们 这 门 新 知识 ， 因 为 我 相信 这 种 新 的 音 
程 会 给 未 来 的 演奏 者 们 创造 非常 美好 的 前 景 。 实 际 上 ， 我 
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正在 创作 一 组 叫做 《平均 律 钢 琴曲 集 》(The Well-Tempered 
Clavier) 的 作品 集 。 每 个 曲目 都 是 用 12 个 主 调 或 12 个 小 调 
中 的 一 个 写成 的 。 我 痢 在 1722 年 创作 过 一 组 类 似 的 曲 集 ， 
并 作为 指导 书 献 给 我 的 第 一 任 妻子 Maria Barbara 愿 她 
安息 吧 一 一 以 及 我 的 第 一 个 儿子 Wilhelm Friedemann。 如 您 ， 
所 知 ， 从 那 以 后 我 有 幸 获 得 了 更 多 的 孩子 ， 而 且 每 个 都 表 
现 出 伟大 的 音乐 天 分 。 这 部 新 的 作品 就 是 写 给 他 们 还 有 我 ， 
的 第 二 任 妻子 Anna Magdalena 的 。 

伯 努 利 ”我 非常 羡 募 您 和 您 的 爱 子 们 之 间 的 和 睦 关 系 。 不 幸 的 是 ， 
我 无 法 将 我 自己 的 家 庭 描述 得 像 您 的 那样 温 声 。 由 于 种 种 
原因 ， 我 们 一 直 在 争吵 。 我 曾 向 您 提 到 过 犬 子 丹尼尔 ,他 ， 
曾 与 我 一 道 解决 了 好 儿 个 问题 。 不 过 6 年 前 ， 我 却 不 得 不 与 
他 一 起 分 享 巴黎 科学 院 颁布 的 奖项 。 对 此 ， 我 始终 觉得 这 个 
奖 应 该 属于 我 一 个 人 。 而 且 ， 他 还 站 到 了 和 牛顿 那 边 与 莱 布 尼 
茨 公然 对 阵 ; 我 却 是 始终 都 站 在 莱 布 尼 蒋 这 边 的 ， 我 认为 某 











区 
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委 
、 
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布 居 茨 才 是 微 积分 的 真正 发 明 人 。 如 此 种 种 ， 我 实在 无 法 再 ， 
与 他 一 起 工作 下 去 了 ， 所 以 我 只 有 命令 他 离开 我 的 家 。 ， 


巴 料 (〈 费 了 好 大 劲 才 没 让 下 巴 掉 下 来 )。 啊 ， 请 接受 我 对 您 及 您 ， 
家 人 的 美好 祝福 吧 。 同 时 愿 主 保佑 您 幸福 长 寿 。 

伯 努 利 ” 我 也 祝福 您 。 愿 主 可 以 让 我 们 再 见面 ， 继 续 我 们 的 交谈 。 
直到 今天 我 们 才 发 现 原来 数学 和 音乐 之 间 有 如 此 多 的 共同 
之 处 。 


aa 
和 






二 人 握手 后 告别 ， 各 自 踏 上 回 家 的 漫长 旅途 。 
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En 


[] 弦 的 振动 是 横贯 整个 18 世纪 的 经 典 数学 物理 问题 。 当 时 的 顶尖 数学 
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家 们 都 为 解 这 个 问题 作出 过 贡献 ， 比 如 伯 努 利 、 欧 拉 、 达 朗 贝尔 和 拉 格 朗 日 。 这 
” 一 问题 最 终 由 约瑟夫 。 傅 里 叶 《〈Joseph Fourier，1768 一 1830) 于 1822 年 解决 。 
， [2] 巴赫 并 不 是 思考 这 种 音符 排 布 方法 的 第 一 人 。 早 在 16 世纪 人 们 就 试图 得 
到 一 种 “正确 ”的 调 音 体 系 , 1691 年 乐器 制造 者 Andreas Werckmeister 提出 了 “ 平 
均 律 ”音程 。 而 巴赫 对 “平均 律 ” 的 广泛 传播 具有 非常 重要 的 意义 。 参 见 THe New 
Grove Dicfionary or Maisic aa iisicians，vol.18 (London: Macrmillan，1980)，pP. 
664-666 and 669-670。. 

[3] 比率 16:15 的 值 为 1.067， 而 这 一 比率 的 小 数值 约 为 1.059。 尽 管 依 然 在 
听觉 范围 之 类 ， 这 一 细微 的 差别 对 大 部 分 听众 而 言 都 可 以 被 忽略 。 在 独唱 或 独奏 
时 ， 演 唱 者 或 者 弦乐器 演奏 者 还 是 倾向 于 使 用 纯 律 。 
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也 机 界 和 自然 界 中 的 对 数 螺 线 





科学 家 、 艺 术 家 以 及 自然 学 家 而 言 ， 再 没有 哪 种 曲线 比 对 数 和 

螺 线 更 具 影 响 力 了 。 被 雅 各 布 。 伯 努 利 取 名 为 “神奇 螺 线 ” | 
的 螺 线 ， 它 所 具备 的 非 同 寻 常 的 数学 性 质 使 它 在 所 有 的 平面 曲线 中 脱 颖 ， 
而 出 《参见 第 11 章 )。 自 古 以 来 ， 对 数 螺 线 优美 的 外 形 使 它 成 为 了 装饰 图 ， 
案 的 基本 元 素 ， 而 且 ， 除 了 圆 〈 它 本 身 就 是 对 数 螺 线 的 特例 ) 之 外 , 它 ， 
在 自然 界 中 出 现 的 次 数 远 比 其 他 曲线 要 多 得 多 ， 其 中 某 些 还 具有 非常 高 ， 
的 精度 ， 比 如 黯 璐 螺 外 壳 〈 如 图 11-18 所 示 )。 1 





图 11-18 婴 葛 螺 外 壳 ， 
对 数 螺旋 形 最 重要 的 一 个 特征 恺 怕 就 是 ， 它 在 每 个 角度 看 过 去 都 是 | 


一 样 的 。 更 确切 地 说 ， 从 每 个 经 过 中 心 极点 的 直线 切割 螺 线 所 形成 的 夹 ， 
角 总 是 相等 的 《参见 图 11-9。 因 此 它 还 被 称 作 等 角 螺 线 。 这 一 特性 使 得 ， 
对 数 电线 具有 了 加 一 般 完美 的 对 称 性 实际 上 圆 就 是 一 条 切割 夹 角 为 | 
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90 度 、 增 长 速率 为 0 的 对 数 螺 线 。 

第 二 个 特征 与 第 一 个 有 关 ， 那 就 是 ， 以 等 角度 旋转 对 数 螺 线 ， 曲 线 
上 的 点 到 极点 的 距离 总 是 以 固定 的 比率 增长 ， 即 以 几何 级 数 增长 。 因 此 ， 
任何 两 条 夹 角 一 定 经 过 极点 的 直线 〈 不 重合 )， 切 割 螺 线 所 形成 的 弧 线 总 
是 相似 的 。 这 从 鹦 葛 螺 外 壳 中 可 以 清晰 地 看 出 来 ， 螺 者 上 的 小 腔 是 完全 
一 样 的 ， 只 不 过 几何 尺寸 有 擅 区 别 。 在 英国 自然 学 家 达 西 。 汤姆 进 
(D?Arcy Wentworth Thompson, 1860 一 1948) 的 经 典 著 作 《 生 长 和 形态 》 
COn Growth and Formn) 中 ， 他 详细 讨论 到 ， 对 数 螺 线 是 一 种 完美 的 生长 
模式 ， 它 出 现在 自然 界 各 种 物体 中 ， 例 如 贝壳 、 触 角 、 猿 牙 以 及 向 日 苓 等 
(如 图 11-19 所 示 )。 钙 除 此 之 外 ， 我 们 还 要 加 上 那些 “ 岛 宇 宙 ” 螺 线 星 云 ， 
不 过 这 一 现象 在 达 西 出 版 著作 的 1917 年 还 没有 被 发 现 〈 如 图 11-20 所 示 )。 
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图 11-20 ” 螺 线 星云 M100。 来 自 于 Zsolt Frei， 


在 20 世 纪 早 期 , 人 们 对 十 希腊 艺术 以 及 相关 的 数学 重新 产生 了 兴趣 。 | 
美学 理论 得 到 了 充实 ， 于 是 一 些 学 者 试图 提出 一 种 关于 数学 方程 的 美学 ， 
概念 。 这 也 带 来 了 对 对 数 螺 线 的 二 次 发 现 。1914 年 赛 多 。 安 德 瑞 。 库 克 
先生 (Thedore Andrea Cook) 发 表 了 《生活 中 的 曲线 》(The Curves of Life)，， 
书 中 用 了 近 500 页 专门 介绍 对 数 螺 线 在 艺术 和 自然 界 中 的 地 位 。 杰 * 汉 比 | 
基 (Jay Hambidge) 的 《动态 对 称 》(Dynamic Symmetry，1926 年 ) 影响 | 
了 一 代 又 一 代 追 求 美 与 和 谐 完 美 结合 的 艺术 家 们 。 汉 比 基 将 黄金 分 割 率 | 
作为 他 的 指导 原则 。 所 谓 黄金 分 割 率 就 是 把 一 条 线段 分 割 为 两 部 分 , 使 } 
其 中 一 部 分 与 全 长 之 比 等 于 另 一 部 分 与 这 部 分 之 比如 图 11-21 所 示 ) 的 
那个 比值 。 这 一 比值 常用 字母 四 来 表示 ， 它 的 值 为 (+V5)/2= 0.618…。 
许多 艺术 家 坚信 ， 在 所 有 的 抢 形 中 ， 只 有 那些 长 宽 比 等 于 4 的 矩形 ( 黄 
金 矩 形 ) 才 具 有 “最 令 人 和 偷 悦 ”的 尺寸 。 现 在 ， 这 一 比值 已 经 在 建筑 学 
中 发 挥 着 特殊 的 作用 。 从 任何 一 个 黄金 矩形 中 都 可 以 得 到 一 个 新 的 黄金 ， 
矩形 : 原 有 和 矩形 的 宽 作为 新 矩形 的 长 。 这 一 过 程 可 以 无 止 尽 地 重复 下 去 ， | 
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从 而 得 到 趋 于 0 的 无 穷 黄金 乞 形 序列 〈 如 图 11-22 所 示 )。 这 些 黄金 矩形 外 
切 于 一 条 对 数 螺 旋 形 ， 即 “黄金 螺 线 ” 汉 比 基 将 它 作为 自己 的 主要 特色 
图 案 使 用 。 一 位 受 汉 比 基 观 念 影 响 的 作者 便 是 爱德华 。 爱 德 华北 
《Edward B. Edwards )， 他 所 出 版 的 《基于 动态 对 称 的 模式 及 设计 》 
(Pattern and Design with Dynamic Symmetry，1932) 一 书 中 就 展示 了 上 百 
件 基于 螺 线 元 素 的 装饰 设计 〈 如 图 11-23 所 示 )。 

并 一 xy 


4 C 怪 


图 11-21 黄金 分 割 率 ，C 将 线段 48 分 割 成 两 段 ， 使 得 较 长 的 一 段 与 整 条 线段 的 
比 恰好 等 于 较 短 的 线段 与 较 长 线段 的 比 舍 。 如 果 整 条 线段 的 长 度 是 单 
位 长 ， 我 们 就 有 1/z=xAL- 如 。 这 可 以 转化 为 二 次 方程 刀 +Yy-1=0。 
方程 的 正解 为 x= (-1+V5)/2 ， 约 等 于 0.618 03 。 黄 金 分 割 率 是 这 个 数 
的 倒数 ， 约 为 1.618 03 





图 11-22 ”外 切 于 对 数 螺 线 的 黄金 矩形 。 每 一 个 矩形 的 长 宽 比 都 是 1.618 03…- 


衔 兰 艺术 家 莫 瑞 特 斯 。 康 纳 利 斯 。 埃 舍 尔 〈Maurits Comelis Escher， 
1898 一 1972) 在 他 的 大 部 分 创作 中 都 运用 了 这 一 螺 线 。 在 《生活 的 轨迹 》 
《Path of Life，1958， 如 图 11-24 所 示 ) 中 ， 我 们 可 以 看 到 一 个 由 对 数 旦 线 
所 组 成 的 网 格 ， 其 中 鱼 沿 着 永 无 止境 的 园 游 所。 向 着 永 无 止境 的 中 心 ， 
它们 显现 出 来 的 颜色 是 白色 ; 但 在 边缘 部 分 ,它们 的 颜色 又 变 成 了 灰色 ， 
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图 11-23 ”基于 对 数 螺 线 的 装饰 设计 。 来 源 于 爱德华 的 《基于 动态 对 称 
的 模式 及 设计 》(1932;，New York: Dover，1967)， 已 授权 


从 那 以 后 他 们 再 次 回 到 中 心 并 在 那里 消失 一 一 生 与 死 的 永恒 交替 。 埃 售 ， 
尔 用 相同 形状 但 大 小 旺 几 何 递增 的 图 案 填 充 平 面 的 激情 在 这 里 进发 出 而 
人 寻味 的 上 哲理。 加 


这 
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图 11-24 埃 舍 尔 , 《生活 的 轨迹 》(1958)。Copyright @ M.C. Escher/ 
Cordon Art-Baarm-Holland. All fights reserved 


想象 一 下 ，4 条 虫 位 于 一 个 正方 形 的 4 个 角 上 。 一 声 令 下 ， 它 们 开始 
分 别 爬 向 它们 的 邻居 。 它 们 将 会 遵循 什么 样 的 路 径 ， 并 在 何 处 碰头 呢 ? 
结果 表明 ， 这 条 路 径 就 是 收敛 于 中 心 点 的 对 数 螺 线 。 图 11-25 显 示 的 就 是 
基于 “四 虫 问题 ”的 诸多 设计 作品 之 一 。 

这 里 给 那些 喜欢 梦想 “如 果 …… 那 么 会 发 什么 ”的 朋友 提 一 个 想法 。 
假设 万 有 引力 定律 符合 是 立方 关系 ， 而 不 是 平方 关系 ， 那 么 国 绕 太阳 旋 
转 的 行星 轨道 将 可 能 是 一 条 对 数 螺旋 形 ( 双 曲 螺旋 形 ”= 大 /2 是 另外 一 种 
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图 11-25 ”基于 四 虫 问题 的 装饰 设计 








1 注解 与 来 源 ， 

[] 本 章 中 引用 的 所 有 内 容 都 列 在 了 参考 文献 月 录 中 。 

[2] 要 了 解 关于 埃 舍 尔 作 品 中 对 数 螺 线 的 详细 讨论 , 请 参见 我 的 书 To 1ajizrzp 
Qa10 BeypopGr 4 CUitizeal istory or 轨 e 1jipite (1987; Ipt，Princeton: Princeton 
University Press, 1991)。 


和 





(ee “)/2: 悬挂 的 链子 





人 Ce er 


; “因此 ， 我 被 这 一 从 未 党 , 试 过 的 内 容 (是 链 问题 ) 引 了 ， 
;并 用 我 的 铀 匙 (微分 法 ) 幸运 地 开启 了 它 的 秘密 之 门 。” 
“一 一 叉 特 弗 里 德 。 威 廉 。 莱 布 尼 蒋 《 教 放学 守 报 》 (leo0 和 1 月 ) ， 


至 此 ,我 们 还 没有 介绍 完 伯 努 利 家 族 。 在 微 积 分 发 明 后 的 几 十 年 中 ， 
数学 家 们 所 关注 的 一 个 典型 问题 是 悬 链 线 问 题 一 一 悬挂 的 链子 〈 来 源 于 
拉丁 文 catena)。 和 最 速 降 线 问 题 一 样 ， 这 一 问题 也 是 由 伯 努 利 兄 弟 中 的 
一 个 所 提出 的 , 不 过 这 次 是 哥哥 雅 各 布 。 在 1690 年 5 月 的 一 期 《教师 学 报 》 
中 《该 期 刊 由 革 布 尼 菩 8 年 前 创办 )， 雅 各 布 这 样 写 到 : “现在 提出 这 样 一 
个 问题 : 找到 一 条 两 端 悬挂 于 固定 点 的 松弛 的 弦 所 形成 的 曲线 。” 叫 雅 各 
布 假定 弦 的 每 一 个 地 方 都 是 柔性 的 ， 并 且 具 有 统一 的 厚度 ， 也 就 是 说 ， 
弦 的 线 密度 是 一 致 的 。 

这 一 著名 问题 和 最 速 降 线 问 题 的 提出 时 间 很 接近 ， 而 且 参 与 者 也 大 
多 相同 。 伽 利 略 早 就 对 这 一 问题 感 兴趣 了 ， 并 且 认 为 所 求 的 曲线 就 是 一 
条 抛物 线 。 用 肉眼 看 , 一 条 悬挂 的 链子 看 起 来 当然 像 是 一 条 抛物 线 了 《如 
图 12-1 所 示 )。 不 过 到 里斯 带 安 。 惠 更 斯 〈1629 一 1695)， 这 位 历史 地 位 
多 多 少 少 有 些 被 低估 的 〈 训 无 颖 问 ， 这 主要 因为 他 生活 在 前 有 开 普 勒 和 
伽利略 ， 后 有 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 年 代 ) 荷兰 多 产科 学 家 ， 证 明了 基 链 线 
不 可 能 是 抛物 线 。 那 是 在 1646 年 ， 当 时 惠 更 斯 只 有 17 岁 。 但 是 ， 要 得 到 
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正确 的 曲线 是 另外 一 回 事 ， 而 且 在 那个 年 代 ， 没 有 人 知道 究竟 对 这 个 问 
题 从 何 下 手 。 它 是 自然 界 的 杰作 之 一 ， 而 且 只 有 用 微 积 分 才 有 可 能 解决 


它 。 


图 12-1 基 链 线 : 一 条 基 挂 着 的 链子 所 形成 的 曲线 


雅 各 布 。 伯 努 利 提 出 这 一 问题 一 年 后 的 1691 年 6 月 , 《教师 学 报 》 发 
表 了 惠 更 斯 〈 当 年 已 经 62 岁 了 )、 莱 布 尼 茨 以 及 约翰 。 伯 努 利 提 交 的 3 份 
正确 答案 。 尽 管 每 个 人 解决 问题 的 方法 都 不 一 样 ， 但 最 终 的 结果 都 是 一 
致 的 。 雅 各 布 上 自己 并 没 能 解 出 它 来 ， 这 让 他 的 弟弟 约翰 异常 兴奋 。27 年 
后 〈 这 时 雅 各 布 已 经 去 世 多 年 )， 约 输 在 给 一 位 同事 (约翰 曾 声明 是 他 而 
不 是 雅 各 布 解决 了 这 个 问题 ， 而 该 同事 明确 表示 质疑 ) 的 信 中 写 道 : 


“阁下 声言 是 我 哥哥 提出 了 这 一 问题 ， 这 千 真 万 确 ; 但 是 能 
据 此 推断 他 当时 已 经 有 问题 的 解法 了 吗 ? 不 能 。 当 他 在 我 的 建 
议 下 提出 这 个 问题 的 时 候 (是 我 首先 想到 了 这 个 问题 ) 不 管 是 
他 还 是 其 他 人 都 无 法 求解 这 个 问题 。 我 们 当时 认为 这 个 问题 无 
解 ， 因 而 感到 非常 租 表 ， 直 到 有 一 天 ， 菜 布 尼 茨 先生 在 1690 年 


158 ;， e 的 故事 : 一 个 常数 的 传奇 


学 报 的 第 360 页 告诉 大 家 他 已 经 解决 了 这 一 问题 ， 只 不 过 为 了 绘 
其 他 的 参与 者 一 些 时 间 ， 他 选择 暂时 不 发 表 他 的 结果 。 这 让 包 
括 我 哥哥 和 我 在 内 的 一 千 人 等 倍 受 鼓舞 ， 得 以 再 次 投身 于 这 一 
问题 的 求解 中 。 

“我 哥哥 的 努力 并 没有 获得 成 功 ,， 至 于 我 ， 不 得 不 说 我 找到 
了 完全 解决 它 的 方法 是 多 么 的 幸运 (对 此 我 无 需 自 夸 ， 为 何 我 
要 隐瞒 真相 呢 ) ……- 。 第 二 天 早 岩 ， 我 满心 欢喜 地 冲 到 我 哥哥 
那里 时 ， 他 依然 被 这 一 难题 痛苦 地 折磨 着 ， 深 陷于 伽利略 所 认 
为 的 悬 链 线 即 抛物 线 的 泥 漂 中 不 知 何去何从 。 我 对 他 讲 ， 停 下 
来 吧 ， 不 要 再 上 谨 待 自己 去 试图 证 明 奴 链 线 等 于 抛物 线 了 ， 因 为 


那 是 完 完全 全 错误 的 .” 四 


对 这 两 种 曲线 ， 约 翰 还 加 了 一 句 ， 抛 物 线 是 代数 的 ， 而 悬 链 线 则 是 
超越 的 .和 往常 一 样 热闹 的 是 , 约翰 这 样 总 结 道 :“ 你 知道 我 哥哥 的 性 格 。 
如 果 他 真 的 能 够 解决 这 一 问题 ， 他 会 毫 不 犹 耶 地 夺 去 第 一 个 解决 这 一 问 
题 的 荣耀 ， 而 不 会 让 我 参与 进来 ， 更 不 必 说 让 位 给 我 了 。” 伯 努 利 一 家 之 
闻 以 及 与 他 人 之 间 不 断 结 仇 的 恶名 显然 没有 因 时 间 流 逝 而 变 淡 。 名 

悬 链 线 问题 最 终 的 结果 是 一 条 用 现代 数学 语言 表示 为 
y= (e<+e<)/2a 的 曲线 ， 其 中 o 是 常数 ， 它 的 值 取决 于 链子 的 物理 参 
数 一 一 它 的 线 密度 〈 单 位 长 的 质量 ) 以 及 它 在 蕙 挂 处 的 应 力 。 这 一 -方程 
的 发 现 被 人 们 看 成 是 新 微 积分 伟大 成 果 的 重要 标志 ， 也 被 那些 参与 者 们 
当做 提高 自己 声望 的 极 佳 素 材 。 对 约翰 来 说 ， 这 是 “一 张 进入 知名 巴黎 
学 会 的 通行 证 ”外 菜 布 尼 茨 则 认为 每 个 人 都 知道 是 他 的 微 积 分 (他 的 “ 钥 
匙 ”) 解决 了 这 一 谜 题 。 如 果 现 在 觉得 这 些 话 都 有 些 吹 牛 过 头 的 话 ， 那 我 
们 应 该 还 记得 ， 在 17 世 纪 末 时 ， 类 似 于 最 速 降 线 和 悬 链 线 的 问题 ， 都 是 
对 当时 数学 家 们 的 极限 挑战 ， 他 们 也 应 该 为 得 到 它们 的 解 而 感到 自豪 。 
而 今 ， 这 些 问 题 不 过 是 高 等 徽 积分 课程 的 课 后 练习 罢了 。 中 
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需要 指出 的 一 点 就 是 ， 当 时 得 出 的 悬 链 线 方程 并 非 以 上 面 的 方程 形 
式 展 现 出 来 的 。 当 时 的 数字 e 还 没有 特定 的 符号 ， 而 指数 函数 本 身 也 没 被 
当做 函数 来 看 待 ， 它 只 不 过 是 对 数 函数 的 反 函 数 。 细 链 线 方程 只 是 根据 
悬 链 的 形成 方式 而 得 出 的 ， 例 如 ， 莱 布 尼 欧 自 己 所 作 的 图 就 清晰 地 表明 
了 这 一 点 〈 如 图 12-2 所 示 )。 莱 布 尼 茨 甚至 建议 将 悬 链 线 做 成 某 种 对 数 计 
算 装 置 ， 实 现 类 似 于 对 数 表 的 功能 。“ 这 或 许 有 所 帮助 , ” 他 说 , “因为 有 
人 可 能 会 因 长 途 跨 涉 而 不 小 心 弄 委 他 的 对 数 表 。” 引 他 是 建议 人 们 在 口袋 
中 带 一 条 链子 作为 备用 的 对 数 表 吗 ? 


9.9. 人 .pe Orea Caierartz 





CR+ 玫 R 寻 Mieruert 3C 址 Congarabhre 
和 作 光 中 个 号 作 “9 
PEGNCL 审 


Ci 






2 地 [3 @ IO (w》 
图 12-2 ” 药 布 尼 茨 的 悬 链 线 构造 图 (1690) 


在 我 们 所 生活 的 年 代 中 ， 悬 链 线 已 经 在 世界 最 著名 的 标志 性 建筑 
物 一 一 密苏里 州 的 圣路易斯 大 拱门 《如 图 12-3 所 示 ) 中 永垂不朽 了 。 
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这 座 由 建筑 师 Eero Saarinep 所 设计 ， 竣 工 于 1965 年 的 拱门 ， 就 是 一 条 精确 
的 倒挂 的 巧 链 线 ， 它 的 最 高 点 比 密西西比 河 的 河岸 高 出 了 630 英 尺 。 





图 12-3 密苏里 州 的 圣路易斯 大 拱门 。 又 名 “ 杰 弗 逊 国 土 拓展 纪念 
碑 ”， 美 国 国家 公园 之 一 


Lv WO WU 
4 0 0 


当 a=1 时 ， 晤 链 线 方 程 变 为 


er 十 6 
= 二 ”~”_ 《1》 
7 7 
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在 同一 直角 坐标 系 中 画 出 e: 和 e 的 图 形 , 将 它们 每 个 x 点 对 应 的 维 
坐标 相 加 后 除 以 2， 就 是 上 述 等 式 对 应 的 图 形 了 。 如 图 12-4 所 示 ， 每 一 步 
构成 的 图 形 都 是 关于 》 轴 对 称 的 。 





图 12-4 sinhx 和 coshx 的 图 形 


除 方程 (D) 之 外 ， 我 们 可 能 会 考虑 到 第 二 个 方程 
加 如 < 一 ee 
7 《2 ) 
它 所 对 应 的 图 形 也 在 图 12-4 中 表示 出 来 了 。 巧 合 的 是 ， 当 将 方程 (H) 


和 (2) 看 成 是 x 的 函数 时 , 它们 所 对 应 的 图 形 表现 出 与 三 角 学 中 国 数 cosx 
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和 sinpx 图形 的 惊人 相似 性 。 这 种 相似 性 是 由 意大利 人 杰 休 特 。 文 森 
佐 。 黎 卡 提 〈Jesuit Vincenzo Riccati，1707 一 1775)》 发 现 的 。1757 年 ， 他 
引入 标记 符 Chx 和 Shx 分 别 来 表示 这 两 个 函数 ; 


ex 十 已 飞 


chx= ， shx= 一 一 (3) 





他 表示 , 这 两 个 函数 始终 满足 (Chpy? -(Sho): =1 (这 里 我 们 用 字母 
2 代表 独 了 变量 )， 这 一 关系 式 除 了 其 中 的 符号 外 ， 与 三 角 函 数 恒等式 
(cos 风 2 +(sin 0 =1 非 常 相 似 。 同 时 ， 这 也 意味 着 ChPp 和 Shop 所 对 应 的 
双 曲 线 函 数 关 - 志 =1 与 三 角 函 数 中 cosp 和 singp 对 应 的 单位 圆 
六 + 妈 =1 有 着 相似 性 。D 歼 卡 提 的 标记 方法 几乎 毫 无 变动 地 保留 下 来 
了 ， 现 在 我 们 分 别 用 coshp 以 及 sinhg 来 表示 这 两 种 函数 ， 即 “9 的 双 
曲 余 弦 值 ”和 “9p 的 双 曲 正弦 值 ”〈 前 者 有 时 就 以 它 的 拼写 形式 发 音 ， 
“cosh ”如 同 “posh” 但 “sinh ”的 发 音 有 点 奇怪 )。 

黎 卡 提 也 属于 另外 一 个 声明 显赫 的 数学 世家 ， 尽 管 并 不 如 伯 努 利 世 
家 那样 多 产 。 他 的 父亲 雅 各 布 。 黎 卡 提 (Jacopo Riccati， 人 也 为 Giacomo 
Riccati，1676 一 1754)》 曾经 就 读 于 帆 多 瓦 大 学 ， 后 来 在 意大利 传播 牛顿 
的 成 果 (微分 方程 dy/dx = zi "+eoy+r， 其 中 pg 和 7 是 x 的 给 定 函 数 ， 
就 是 以 雅 各 布 。 黎 卡 提 之 名 命名 的 )。 雅 各 布 的 另外 两 个 儿子 算 丹 奴 
(Giordano，1709 一 1790) 和 弗朗西斯 科 (Francesco，1718 一 1791) 也 是 
非常 成 功 的 数学 家 ， 其 中 后 者 将 几何 原理 应 用 到 了 建筑 学 中 。 文 森 
佐 。 黎 卡 提 被 双 曲 线 方程 刀 - 六 =1 和 圆 函 数 巡 + 声 =1 之 间 的 相似 性 深 
深 吸 引 。 他 完全 从 双 曲 线 的 几何 图 形 中 发 展 出 了 他 自己 的 一 套 双 井 线 函 
数理 论 。 现 在 ， 我 们 更 倾向 于 使 用 基于 ee 和 ee 函数 特性 的 解析 方法 。 
例如 ， 人 恒等式 (cosh gj -(sinhg” =1 就 可 以 通过 等 式 (3) 很 容易 地 得 到 证 
明 : 两 个 等 式 两 边 分 别 平方 ， 然 后 相 减 ， 对 右 侧 部 分 表达 式 运 用 
erxey =ex 以 及 e" =1 的 关系 进行 化 简 ， 即 可 得 到 结果 。 

结果 表明 ， 常 规 三 角 学 中 的 大 部 分 公式 都 有 某 种 双 曲 线形 式 。 也 就 
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是 说 , 如 果 我 们 将 一 个 典型 的 三 角 恒 等 式 中 的 sn 和 cos2 分 别 用 sinh gp 
和 coshygp 代替 ， 并 改变 其 中 一 项 或 几 项 的 符号 ， 所 得 到 的 等 式 依然 为 恒 
等 式 。 例 如 ， 三 角 函 数 的 微分 公式 


全 (cos 轨 = -sinz 全 Gin 为 =cosx (4) 
相应 的 双 昌 函数 的 公式 为 
cosh 2X) 一 Sinh x， -dsinh 四) 一 CoshxX (5S) 
dx dx 


(注意 ， 等 式 (5) 中 第 一 个 公式 右边 的 负 号 不 见 了 。) 这 些 相似 性 使 得 
双 曲 函数 在 验证 某 些 特定 的 积分 《 反 导 数 ) 恒等式 时 非常 有 用 ， 例 如 形 
如 (e+xz2)v2 的 积分 〈 三 角 函 数 和 双 曲 函数 更 多 的 相似 性 将 在 随后 介 
绍 )。 

人 们 可 能 会 希望 , 每 一 个 三 角 函 数 关系 都 对 应 着 它 的 双 曲 函数 关系 。 
这 样 一 来 ， 三 角 函 数 和 双 曲 函数 就 有 了 完全 相同 的 基础 ， 也 就 意味 着 给 
定 一 个 双 曲 线 的 状态 将 会 相应 地 得 到 圆 的 状态 。 不 幸 的 是 ， 事 实 并 非 如 
此 。 与 双 曲 线 不 同 的 是 ， 圆 是 闭合 曲线 ; 当 我 们 围绕 着 它 旋转 时 ， 总 能 
够 回 到 原点 。 相 应 地 ， 贺 函数 都 是 周期 性 的 一 一 它们 的 值 每 2 绝 度 重复 
一 次 。 正 是 这 一 特征 使 得 圆 函 数 成 为 周期 函数 研究 〈 从 声音 的 分 析 到 电 
磁 波 的 传播 ) 的 核心 。 双 曲 函 数 并 不 具备 这 一 特性 ， 因 此 它们 在 数学 中 
的 角色 也 就 不 是 那么 重要 了 。 图 

在 数学 中 ， 单 纯 形式 的 关系 总 有 一 些 启发 性 的 力量 ， 并 且 驱 动 新 方 
向 的 发 展 。 在 接 下 来 的 两 章 中 ， 我 们 将 会 看 到 欧 拉 如 何在 指数 函数 中 让 
变量 x 为 虚数 值 ， 从 而 建立 起 一 种 思 新 基础 原理 之 上 的 三 角 函 数 与 双 曲 
函数 之 间 的 关系 。 


， [1 引用 于 C. TruesdelL 77e Rafioral Mecjpanics of Fiexipie or Elastic Bodies， 
1628 一 1788 (Switzerland: Orell Fussli Turici，1960), p.64. 该 文献 中 还 包 信 了 惠 更 
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斯 、 菜 布 尼 菠 以 及 约翰 。 伯 努 利 三 人 对 巧 链 线 方 程 的 具体 推导 过 程 。 

[2] 同上 ，pp. 75-76。 

[3] 为 了 公平 起 见 ， 我 们 有 必要 提 一 下 ， 雅 各 布 在 约翰 方法 的 基础 上 得 到 了 
可 变 长 的 悬 链 线 解 。 他 还 证 明了 一 条 悬挂 的 链子 所 有 可 能 的 形状 ， 嫩 链 线 是 其 中 
重心 最 低 的 一 种 一 一 这 也 表明 自然 界 在 创造 它 的 外 形 时 使 得 它 的 势能 最 小 。 

[41 Ludwig Otto Spiess， 引 用 于 Trusdell 的 Rationral Mecpapics, p.66。 

[S] 要 了 解 巧 链 线 问题 的 解 , 可 考虑 Georfe F. Simnmaons, Calcu1aus Wi4paptic 
Ceomaet) (New York: McGraw-HilL 198S), pp. 716-717。 

[6] 引用 于 Trasdell, Rartiopral Meczarics, p.69。 

[7] 无 论 如 何 请 注意 ， 双 曲 函 数 中 的 变量 2 不 再 像 三 角 函 数 中 那样 表示 一 个 
角 了 。 它 的 儿 何 含义 可 参考 附录 7。 

[8] 然而 ， 在 第 14 章 中 ， 我 们 将 会 看 到 双 曲 函数 有 一 个 嫂 周 期 2ri ， 其 中 
i= -1 。 
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惊人 的 相 人 做 性 


w 记 位 圆 即 半径 为 1、 圆 心 位 于 原点 的 圆 ， 它 所 对 应 的 直角 坐标 表 
达 方程 为 巡 + 六 =1 (如 图 12-5 所 示 )。 假 设 Ptx, 妇 是 圆 上 的 
一 点 ， 线 段 OP 与 x 轴 正 向 所 形成 的 夹 角 为 m 〈 沿 弧 逆 时 针 旋 转 所 得 )。 
三 角 函 数 “sine” 和 “cosine” 是 以 点 己 的 坐标 点 x 和》 定义 的 : 
X=CcCosJ y=SinO 
这 里 的 角 多 还 可 以 解释 为 肩 形 OPR 面积 的 两 倍 〈 如 图 12-5 所 示 )， 这 ， 
是 因为 肩 形 的 面积 可 由 公式 4= rzp/12= 2/2 所 得 ,其 中 上 =1 是 圆 的 半径 。， 


如 
2 








图 12-$ ”单位 圆 妈 + 志 =1 
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双 曲 函数 的 定义 基本 类 似 , 只 不 过 是 基于 直角 双 曲 线 闻 ~ 刀 =1 (如 
图 12-6 所 示 ) 而 得 .这 一 双 曲 线 的 图 形 可 通过 道 时 针 旋 转 双 曲线 2xy=1 的 
直角 坐标 系 43” 而 得 ， 它 的 一 对 渐 近 线 为 ?= +x 。 假 设 PKx, 妇 是 双 曲 线 
上 的 一 点 。 我 们 定义 : 


和 






X= cosh, yy=sinhP 
其 中 coshgp = (e" +e?)/2 ,而 sinbhOp=(ey -e9)72( 见 前 面 的 内 容 )。 
这 里 的 2 不 是 线段 OP 与 x 轴 正 向 所 形成 的 夹 角 ， 它 只 是 一 个 参数 〈 可 
变 )。 


rt 


和 


和 


和 


和 





图 12-6 直角 双 曲 线 妈 一刀 =1 


下 面 一 一 列 出 圆 函 数 和 双 曲 函数 之 间 的 几 个 相似 的 性 质 〈 我 们 用 z 
作为 独立 变量 )。 


有 
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义 股 关系 
2 。 2 2 12 
coOS YX 十 Sin 三 上 cosh“- xx~sinh xx=1 


这 里 的 cos2x 是 (cosza: 的 简写 ， 其 他 依 此 类 推 。 
对 称 性 (奇偶 关系 ) 


Cos( 一 z) = coOs(X) Cosh( 一 xz = CosSh yx 
Sin( 一 好) 一 一 Sin 蕊 Sinh( 一 z) = 一 Sinh X 
=0 时 的 值 


cos0=1! cosh0O=1] 
Sin0=0 Sinn0=0 


三 区 /2 时 的 值 
coSsT/2=0 cosbhT/12。2.509 
SinT/2=1 siahfr/2=2.301 


《这 两 个 值 并 没有 什么 特殊 含义 ) 


加 法 公式 
cos(X 十 切 =CcosXCcosy 一 SinXgsiny 
cosh(x+ J 切 =coshxcoshy+sinhxsinh y 
Sin(x+ 切 =SinxXcosy 十 COSXSiny 


Sinh(x+J 攻 = sinhxcoshy+coshxsinh 7 


人 《cos 加 三 一 Sinx 工 (cosh x) = Sinh x 
dx drx 





d d 
一 (SinX) 三 COSZ 一 人 (sinh xz = coshyx 
到 ) 二 ) 
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积分 公式 

dx 、_| dx ，、，_1 
| =Sin ” X 十 C | 一 Sinb- x 十 c 
VI 一 委 NI 二 2 


这 里 的 sin7x 与 sinhm xz 分 别 是 sinx 和 sinhx 的 反 函 数 。 





周期 性 
cos(Xz 十 27) = CosX 没有 实数 周期 
sin(xz+27) = Sinx 没有 实数 周期 





函数 tanx 〔〈 定 义 为 sinx/cosxy ) 和 tanhx (=sinhx/coshxz )， 以 及 
余下 的 3 个 三 角 函 数 secx(=l/ecosxz) 、cscx=(l/sinxz) 、cotx(=1/tanx)， 
， 和 它们 所 对 应 的 双 曲 函数 之 间 ， 还 有 其 他 一 些 相似 性 。 

三 角 函 数 的 周期 性 使 它们 在 数学 以 及 其 他 科学 中 的 地 位 异常 重要 。 
”， 双 曲 函 数 并 不 具备 这 种 性 质 ， 因 此 ， 它 们 也 就 起 不 到 那么 重要 的 作用 ， 
， 不 过 他 们 在 描述 某 些 函数 之 间 的 关系 时 依然 非常 有 效 ， 尤 其 是 有 些 不 定 
， 积分 〈 反 导数 )。 
和 有 意思 的 是 ， 尽 管 双 曲 函 数 中 的 2 并 不 是 一 个 角 ， 它 依然 可 以 解释 
为 双 曲 线 肩 形 OPR 面 积 的 两 倍 〈 如 图 12-7 所 示 )， 这 与 图 12-6 中 将 角 9 解 
杰 为 扇形 OPR 面 积 的 两 倍 是 完全 相似 的 。 文 森 佐 ， 黎 卡 提 在 1750 年 左右 
首先 发 现 的 这 一 现象 的 证 据 附 于 附录 7 中 。 
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与 e 有 关 的 有 孝公 去 


e=1+ 工 + 了 工 + 工 + 工 +… 
1 21 3! 4! 

这 一 无 限 序列 是 1665 年 牛顿 发 现 的 ， 它 可 由 (1L+1/m" 的 二 项 展开 式 
在 2” 一 co 时 获得 。 它 收敛 得 非常 快 ， 这 主要 是 由 序列 中 项 的 分 母 增长 剧 
烈 所 引起 的 。 例 如 ， 开 始 11 项 〈 到 LV10! 为 止 ) 的 和 是 2.718 281 801， 近 
似 到 小 数 点 后 9 位 ， 这 个 值 就 是 2.718 281 828。 
e+1=0 
这 就 是 欧 拉 公式 ， 数 学 中 最 著名 的 公式 之 一 。 它 将 数学 的 5 个 基本 常 ， 
数 联系 在 一 起 ，0、1L、e， 大 以 及 i= VCI 。 。 

















3 
4+ ， 


这 一 无 限 的 连 分 数 ， 以 及 其 他 一 些 涉及 e 和 和 的 表达 式 是 由 欧 拉 在 
1737 年 发 现 的 。 他 证 明了 任何 一 个 有 理 数 都 可 以 写成 一 个 有 限 的 连 分 ， 
数 ， 任 何 一 个 有 限 的 连 分 数 也 可 以 写成 有 理 数 。 因 此 ， 一 个 无 限 的 (也 ， 
就 是 无 止 尽 的 ) 连 分 数 总 是 表示 一 个 无 理 数 。 另 一 个 涉及 e 的 欧 拉 无 限 ， 
连 分 数 是 : 


| 


e 一 ] 6 二 
10 二 





i 
14 十 … 


2 


和 
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eL2 el4 el/6 


这 一 无 穷 乘积 可 从 序列 tm2=1-112+1/3-174+-… 获 得 。 它 让 我 们 
想起 了 瓦 利 斯 乘积 ，r/2= (2/1Dx(2/13)x(4/3)x(473 们 x(61 们 x(617)X…， 


”只 是 e 出 现在 右边 的 乘积 中 。 


1 人 过 
0 6 0 


应 用 数学 中 有 很 多 涉及 e 的 公式 。 下 面 就 是 一 个 例子 : 


| ez 72dx 一 开 


这 一 定 积分 出 现在 概率 论 中 。e “: 的 不 定 积分 〈 反 导数 ) 解 无 法 用 


”初等 丽 数 〈 多 项 式 及 多 项 式 的 比 、 三 角 函 数 、 指 数 函数 ， 以 及 它们 的 反 


函数 ?表示 。 也 就 是 说 , 不 存在 一 个 由 有 限 个 初等 函数 组 成 且 导 数 是 er 7 
的 函数 。 
另 一 个 不 定 积分 无 法 用 初等 函数 表示 的 表达 式 是 e*/x ， 它 看 起 来 


， 很 简单 。 实 际 上 ，x 从 某 定 值 增 到 无 穷 大 时 ， 计 算 它 的 积分 可 以 得 到 一 


全 生生 光 全 全 交合 全 二 和 


ce ee 
EiO= 下 一 


(这 里 的 积分 变量 用 + 表示 ,以 防 与 积分 下 限 * 混淆 )。 尽 管 这 一 特殊 
函数 无 法 用 初等 函数 表示 ， 但 还 是 应 当 把 它 看 做 为 已 知 函数 ， 因 为 对 于 
任何 一 个 给 定 的 正 数值 x， 函 数 的 值 都 已 经 被 计算 出 来 并 绘 成 表格 〈 这 
是 因为 我 们 可 以 将 积分 项 e* /zx 写成 寡 级 数 ， 然 后 对 它们 逐 项 积分 )。 

对 一 给 定 的 函数 /CD) 而 言 , 定 积分 | e “CDdx 的 值 依然 与 参数 * 有 
关 ， 因 此 定义 它 为 关于 变量 * 的 函数 F(s) ， 这 就 是 所 谓 的 关于 函数 Fn) 
的 拉 普 拉 斯 变换 ， 表 示 为 AD)} : 


AD = ed 
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由 于 拉 普 拉 斯 变换 具有 很 多 非常 便利 的 特性 〈 这 都 归结 于 e* 所 具 ， 

有 的 性 质 )， 它 已 经 在 实际 应 用 中 被 广泛 使 用 ,特别 是 在 线性 微分 方程 的 ， 
求解 中 〈 参 考 任何 一 本 正规 的 微分 方程 的 教科 书 即 可 )。 ， 





外 


晶 
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:。 。 “ 欧 拉 从 棣 莫 弗 公式 中 推导 出 一 个 著名 公式 ，eirHl= 0 , 它 
: 坝 怕 是 所 有 公式 中 最 为 简练 和 著名 的 。 无 论 对 于 玄幻 主义 者 、 
* 科学 家 、 哲 学 家 还 是 数学 家 而 言 ， 都 是 如 此 。? 
: 一 一 卡 纳 斯 (Edward Kasner ) 和 纽曼 (James Newman)， : 

Ratjenaatics and tpe 1zaasgipration (1940) . 

如 果 我 们 将 伯 努 利家 族 比 作 巴 赫 世 家 ， 那 么 莱 昂 哈 德 。 欧 拉 
(Leonhard Euler，1707 一 1783) 就 是 数学 中 的 莫扎特 。 他 一 生 著 作 颇 丰 ， 
即使 不 包括 未 发 表 的 内 容 ， 估 计 至 少 也 可 整理 出 70 卷 的 书 来 。 数 学 中 的 
领域 几乎 没有 欧 拉 没 有 接触 过 的 ， 他 在 分 析 论 、 数 论 、 力 学 和 流体 力学 、 
制图 学 、 拓 扑 学 以 及 月 球 运 动 理 论 等 多 个 领域 都 有 建树 。 悉 但 除了 牛顿 
之 外 ， 他 的 名 字 是 从 古 至 今 所 有 数学 家 中 出 现 次 数 最 多 的 一 位 。 此 外 ， 
我 们 现在 所 使 用 的 大 量 数 学 符号 都 应 归功 于 欧 拉 , 比如 iTr、e 以 及 xz) 。 
此 外 ， 欧 拉 还 是 一 位 伟大 的 科普 学 者 ， 曾 留 下 了 大 量 关 于 科学 、 哲 学 、 
宗教 以 及 公共 事务 等 方方面面 的 文字 。 

莱 昂 险 德 。 欧 拉 1707 年 生 于 巴塞 尔 的 一 位 救 师 家 庭 。 他 的 父亲 保 久 
(Paul) 也 曾 希 望 儿子 接替 他 的 工作 ， 不 过 他 兽 师 从 雅 各 布 。 伯 努 利 学 习 
数学 并 对 数学 非常 精通 ， 因 此 汝 他 意识 到 儿子 具备 非凡 数学 天 分 时 ， 他 
改变 了 自己 当初 的 想法 。 伯 努 利 一 家 对 此 也 非 毫 无 瓜葛 。 雅 各 布 的 弟弟 
约翰 曾 私 下 里 教授 年 轻 的 欧 拉 学 习 数 学 ， 并 最 终 说 服 了 保罗 让 他 的 儿子 
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自由 地 追求 自己 的 兴趣 。1720 年 ， 莱 昂 哈 德 进 入 巴塞 尔 大 学 学 习 ， 并 于 
两 年 后 毕业 。 从 这 时 超 到 他 76 岁 那 年 逝世 ， 他 强盛 的 数学 创造 力 是 任何 
人 都 无 法 想象 的 。 

他 曾 因 公 在 国外 度 过 一 段 时 期 。1727 年 ， 他 接受 了 加 入 圣彼得堡 科 
学 院 的 邀请 。 这 一 次 又 与 伯 努 利家 有 关 。 在 听 约 翰 授 课 的 过 程 中 ， 欧 拉 
与 约翰 的 两 个 儿子 丹尼尔 与 尼古拉斯 成 为 了 好 朋友 。 年 轻 的 伯 努 利 兄 弟 
已 经 在 儿 年 前 加 入 了 圣彼得堡 科学 院 (不 幸 的 是 ,尼古拉斯 溺死 在 那里 ， 
因而 违背 了 他 与 丹尼尔 之 间 的 诺言 ， 提 前 结束 了 他 的 事业 )， 于 是 他 们 说 
服 了 院 方向 欧 拉 发 出 邀请 。 不 过 就 在 欧 拉 抵达 圣彼得堡 准备 就 职 的 当天 ， 
女 星 凯 琶 末 一世 去 世 ， 这 也 让 俄罗斯 陷入 了 一 个 压抑 而 不 稳定 的 动 葛 局 
面 。 按 照 政府 的 预算 ， 科 学 院 被 认为 是 一 个 完全 没有 存在 意义 的 机 构 ， 
因此 它 的 资金 很 快 就 被 切断 。 于 是 ， 欧 拉 在 那里 成 了 一 位 哲学 家 的 助手 。 
直到 1733 年 他 才 因 丹 尼 尔 。 伯 努 利 回 巴塞 尔 所 留 下 的 空位 而 得 到 了 一 个 
正式 的 数学 教 职 工作 。 同 一 年 ， 他 与 凯瑟琳 。 吉 赛 尔 〈Catherine Gsell) 
成 婚 ， 二 人 共 育 有 13 个 孩子 ， 不 过 仅 有 5 个 存活 。 

欧 拉 在 俄罗斯 待 了 14 年 之 久 。1741 年 他 接受 腓 特 烈 大 帝 的 邀请 加 入 
了 相 林 科学 院 ， 以 此 替 大 帝 赢 得 普鲁士 在 艺术 和 科学 领域 的 主导 地 位 。 
欧 拉 在 那里 待 了 25 年 ， 不 过 他 与 腓 特 烈 的 关系 并 不 太 好 。 一 个 喜欢 炫 疙 
的 帝王 和 一 个 沉默 赛 言 的 欧 拉 ， 二 者 在 学 院 政策 事务 上 的 分 歧 就 像 他 们 
的 性 格 。 在 这 一 时 期 ， 欧 拉 撰 写 了 非常 受 欢迎 的 作品 《 致 德国 公主 关于 
物理 和 哲学 多 样 问题 的 信 》(Zetters 如 a Germman Pripcess op Divers 
Supjects 加 Physics ad Ppiosopjiy， 在 1768 年 至 1772 年 间 分 3 卷 出 版 )。 该 
信 后 来 有 多 种 版 本 ， 并 被 翻译 为 其 他 语音 。 在 他 所 有 的 科学 著作 中 ， 无 
论 是 技术 性 的 还 是 说 明 性 的 ， 欧 拉 总 是 使 用 简单 明了 的 语言 将 他 所 要 表 
达 的 内 容 浅 显 地 陈述 出 来 。 

1766 年 , 近 60 岁 的 欧 拉 接受 了 俄罗斯 新 的 统治 者 凯瑟琳 二 世 (大 帝 ) 
的 邀请 ， 再 次 回 到 了 圣彼得堡 (他 在 柏林 的 位 置 由 拉 格 朗 日 接替 )。 尽 管 
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女皇 竭尽 所 能 地 赐予 欧 拉 各 种 物质 ， 这 时 期 的 欧 拉 还 是 被 各 种 悲剧 所 力 
绕 。 欧 拉 第 一 次 在 俄罗斯 驻 留 的 时 候 ， 他 的 右 眼 就 失明 了 “有 人 说 是 因 
为 劳累 过 度 所 致 ， 而 有 人 则 认为 他 在 未 加 保护 措施 的 情况 下 观察 太阳 被 
灼伤 )。1771 年 ， 也 就 是 他 第 二 次 来 到 俄罗斯 的 时 候 ， 他 的 另 一 只 眼睛 也 
失明 了 。 同 一 年 ， 他 的 房子 被 烧毁 ， 同 时 化 为 灰 炮 的 还 有 他 的 许多 手稿 。 
$ 年 后 , 他 的 妻子 去 世 。 不 过 欧 拉 并 没有 被 此 击 倒 , 在 他 70 岁 高 龄 的 时 候 ， 
他 再 次 结婚 。 尽 管 他 的 双眼 已 经 完全 失明 ， 他 还 是 像 往常 那样 坚持 工作 ， 
并 将 他 的 各 种 结果 口述 给 他 的 孩子 们 以 及 学 生 们 。 这 一 切 都 有 赖 于 他 那 
非凡 的 记忆 力 。 据 说 他 可 以 进行 590 位 数字 的 心算 ， 而 县 不 用 纸 就 可 以 记 
下 一 长 吕 的 数学 证 明 过 程 。 他 集中 注意 力 的 能 力 姑 常 强大 ， 经 常 怀抱 小 
孩 计 算 他 的 数学 难题 。1783 年 的 10 月 18 日 ， 他 还 在 计算 新 发 现 的 天 王 星 
的 运行 轨迹 。 有 一 天 晚上 ， 在 陪 孙 子 一 起 玩 要 时 ， 他 突然 中 风 并 骤然 仙 
去 。 

要 在 如 此 简短 的 回顾 中 对 欧 拉 的 累累 硕果 进行 评价 几乎 是 不 可 能 
的 ， 但 从 一 个 简单 的 事实 可 得 到 最 好 的 概括 : 他 创立 了 数学 范围 内 两 个 
完全 对 立 的 分 支 学 科 :， 一 个 是 数论 ， 所 有 数学 分 支 学 科 中 最 “ 纯 ” 的 一 
门 ; 另外 一 个 是 分 析 力 学 ， 经 典 力 学 中 最 实用 的 一 门 。 尽 管 在 前 一 领域 
中 费 马 曾 做 出 过 伟大 的 贡献 ， 但 它 被 认为 是 一 种 数学 再 创造 依然 要 归功 
于 欧 拉 ， 是 欧 拉 让 它 成 为 数学 研究 中 一 个 最 重要 的 领域 。 在 力学 中 ， 他 
将 牛顿 的 三 大 运动 定律 重新 表示 为 微分 方程 组 ， 从 而 使 动力 学 成 为 数学 
分 析 中 的 一 部 分 。 他 还 推导 出 流体 力学 的 基本 法 则 。 流 体 运动 所 遵循 的 
基本 方程 ， 即 欧 拉 方 程 ， 是 数学 物理 学 分 支 的 基础 。 欧 拉 还 被 认为 是 拓 
扑 学 〈 后 来 又 被 称 为 “位 置 的 分 析 ” 它 是 一 门 研 究 形状 连续 性 的 数学 分 
支 ) 的 创建 者 。 他 发 现 了 著名 的 公式 了 - 瑟 + 天 =2， 阐 述 了 任何 一 个 多 
面体 〈 没 有 空 的 立体 结构 ) 的 顶点 数 、 边 数 以 及 面 的 个 数 之 间 的 关系 。 

欧 拉 的 众多 作品 中 最 具 影 响 力 的 是 《无 穷 小 分 析 引 论 》(CPatroauctio 轨 
a1a2sija zjizziiora1)， 这 是 1748 年 出 厂 的 两 卷 本 著作 ,， 它 也 被 认为 是 现代 
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数学 分 析 的 基础 。 在 这 本 书 中 ， 欧 拉 总 结 了 他 在 无 限 序列 、 无 穷 乘 积 以 
及 连 分 数 等 领域 的 发 现 。 其 中 就 包括 无 穷 级 数 和 的 表达 式 
LA+H2 13 +… 对 在 上 从 2 到 26 时 的 值 (在 上 =2 时 ， 序 列 收敛 于 
f216, 这 一 结果 在 1736 年 欧 拉 解 一 个 当年 伯 努 利 兄 弟 未 解 开 的 难题 时 发 
现 )。 在 《无 限 小 分 析 引 论 》 中 ， 欧 拉 将 函数 作为 分 析 的 中 心 内 容 。 当 年 
他 定义 的 函数 就 是 现在 我 们 在 应 用 数学 和 物理 中 常常 遇见 的 那个 函数 
在 纯 数学 中 ， 它 已 经 由 “了 贞 射 ”的 概念 所 代替 ): “关于 某 变 量 的 函数 ， 
就 是 任何 由 变量 、 数 字 或 常量 所 构成 的 解析 表达 式 。” 当 然 ， 函 数 的 概念 
并 非 起 源 于 欧 拉 ， 约 翰 。 伯 努 利 所 定义 的 形式 与 欧 拉 的 非常 接近 。 但 却 
是 欧 拉 将 现代 标记 符 .Ax) 用 于 表示 函数 ， 并 将 它 推广 到 各 种 函数 一 一 包 
括 显 函 数 和 路 函数 (在 显 函数 中 , 独立 变量 位 于 等 式 的 一 边 , 例如 ?= 六， 
页 降 函数 中 ， 所 有 的 变量 都 是 一 起 出 现 的 ， 如 2x+37=4 )， 连 续 函 数 与 
不 连续 函数 《他 所 指 的 不 连续 函数 实际 上 指 的 是 导数 不 连续 的 函数 ， 即 
图 形 切 线 而 非 图 形 本 身 突 然 中 断 )， 以 及 包含 多 个 独立 变量 的 函数 ， 
&U= jz) 和 zz= 1x 罗 2。 而 且 他 还 随意 使 用 函数 的 无 穷 级 数 和 乘积 展 
开 式 ， 这 种 无 所 顾忌 的 态度 在 今天 是 难以 容 依 的 。 

《无 限 小 分 析 引 论 》 还 第 一 次 将 人 和 们 的 注意 力 引 向 了 分 析 中 的 核心 角 
色 一 一 数字 e 以 及 函数 e 。 前 面 我 们 曾 提 到 过 ， 在 欧 拉 的 时 代 之 前 ， 指 数 
函数 只 被 当做 对 数 函 数 的 反 函 数 。 欧 拉 将 这 两 个 函数 放 在 了 同一 基础 之 
上 ， 并 给 出 了 它们 各 自 的 定义 : 

e =jimG+x/ 《1) 
Inx=limnx 一 (2) 

这 两 个 表达 式 确 实 是 互 道 关 系 的 一 个 线索 就 是 :如 果 解 出 表达 式 
yy=(+x/0" 中 的 zx， 我 们 就 可 以 得 到 zx= mA“ -D 。 除 了 将 变量 x 和 ) 
互 换 外 ， 更 为 艰巨 的 任务 就 是 要 证 明 两 个 表达 式 的 极限 值 在 2 一 ce 时 依 
然 互 为 反 函 数 。 这 需要 仔细 讨论 求 极 限 过 程 ， 不 过 在 欧 拉 的 时 代 ， 人 们 
已 经 普遍 接受 了 无 需 考虑 无 穷 运算 过 程 的 观点 。 所 以 ， 他 用 字母 球 表 示 
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无 穷 的 量 ， 然 后 将 等 式 (1) 的 右 侧 写成 (+x/i7 ， 现 在 任何 一 个 一 年 级 学 
生 都 不 会 惧 介 这 一 形式 。 

欧 拉 普 在 他 早期 的 文章 中 用 字母 e 指 代数 字 2.718 281 8…， 那 是 一 篇 
题 为 “关于 最 近 加 农 炮 射击 实验 的 思考 ”的 手稿 ， 写 成 于 1727 年 ， 当 时 
他 只 有 20 岁 。 这 篇 文章 当时 并 未 发 表 ， 直 到 欧 拉 去 世 后 8 年 ， 也 就 是 1862 
年 ， 才 得 以 公开 . 工 在 1731 年 的 一 封 信 中 ， 字 母 e 再 次 出 更， 表示 与 某 个 
微分 方程 之 间 的 关系 ， 欧 拉 定 义 它 为 “对 数 人 为 1 的 数 ”。 最 早出 现 e 的 公 
开 作 品 是 欧 拉 的 《力学 》(Mecpanica，1736) 一 书 ， 在 这 本 书 中 他 建立 
了 分 析 力 学 的 基础 。 为 何 他 会 选择 字母 e 呢 ? 到 目前 为 止 还 没有 统一 的 结 
论 。 根据 一 种 观点 , 欧 拉 选 择 这 个 字母 原因 是 由 于 单词 指数 (exponential) 
的 首 字 母 为 e。 不 过 更 具 说 服 力 的 是 ， 他 选择 字母 e 只 不 过 是 因为 e 是 字母 
表 中 第 一 个 还 没有 被 使 用 的 字母 ， 而 as、b、c 和 4d 在 力学 中 都 有 了 明确 的 
定义 。 最 不 可 信 的 说 法 就 是 ，e 来 自 于 欧 拉 名 字 的 首 字母 ， 而 这 也 是 被 提 
得 最 少 的 说 法 ， 据 说 ， 欧 拉 是 一 位 非常 谦逊 的 人 ， 并 且 经 常 推 迟 他 自己 
成 果 的 发 表 以 帮助 他 的 同 估 或 学 生 的 工作 得 到 应 有 的 认可 。 不 管 因 何 原 
因 ， 和 他 所 选择 的 其 他 字符 一 样 ， 字 符 e 已 被 人 们 广泛 接受 了 。 

欧 拉 用 他 的 对 数 函 数 定义 〈 等 式 (D)) 获得 了 一 个 无 穷 瑚 级 数 。 第 4 
章 中 介绍 过 ， 在 x=1 时 ， 等 式 (1) 得 出 的 数列 为 

加 [1 = 《3 ) 
1 天 1 2 3 

如 果 按 照 等 式 (3) 的 推导 过 程 〈 参 见 第 4 章 )， 将 其 中 的 1/2 用 x/z 代 

替 ， 经 过 一 个 细微 的 变形 ， 就 可 以 得 到 无 穷 序 列 : 


并 2 3 
im 人 rz =1+ 二 + 二 十 工 十. 《4 1) 


尹 > 开 

这 就 是 关于 e 的 一 个 常见 守 级 数 。 可 以 看 出 ， 这 一 序列 对 所 有 的 实 
数值 x 都 是 收敛 的 。 事 实 上， 是 急剧 增 大 的 分 母 导 致 了 整个 序列 的 快速 
收敛 。e- 的 许多 数值 通常 都 是 从 这 一 序列 计算 出 来 的 ， 开 始 几 项 基本 就 
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可 以 满足 所 需 的 求解 精度 了 。 
在 《导论 》 中 ， 欧 拉 还 处 理 了 另外 一 种 无 穷 的 情况 ， 连 分 数 。 以 分 
数 3/8 为 例 ， 可 以 写成 145/8 =1+1M8/$) =1+1ML+3715S) 的 形式 ， 即 


欧 拉 证 明了 每 个 有 理 数 都 可 以 写成 一 个 有 限 连 分 数 的 形式 ， 而 无 理 
数 则 由 无 限 连 分 数 表 示 ， 即 分 数 链 永 无 止境 。 以 无 理 数 V2 为 例 ， 我 们 有 
-ri 


1 
2 十 】 


2 十 …: 
欧 拉 还 展示 了 如 何 将 一 个 无 穷 级 数 写成 无 限 连 分 数 的 形式 〈 或 反 
之 )。 以 等 式 (3) 作 为 出 发 点 ， 他 推导 出 了 很 多 有 趣 的 关于 e 的 连 分 数 ， 其 
中 两 个 便 是 : 





之 十 





























1 十 … 


《第 一 个 公式 的 规律 非常 明显 ， 如 果 我 们 将 开始 的 2 放 在 等 式 左边 ， 
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余下 的 部 分 就 是 e 的 小 数 部 分 0.718 281 8… 的 连 分 表达 式 。) 与 十 进 制 中 
小 数 点 后 那些 看 似 随机 分 布 的 数字 相 比 ， 无 理 数 的 这 些 表达 式 的 规整 性 
非常 令 人 震惊。 

欧 拉 是 一 位 伟大 的 实验 数学 家 。 他 玩 公式 就 像 小 孩子 玩 玩 具 一 样 ， 
可 以 进行 各 种 各 样 的 奉 代 ， 直 到 得 到 他 感 兴 趣 的 东西 。 得 到 的 结果 也 经 
常 是 非常 奇妙 的 。 他 将 人 的 无 穷 级 数 ， 即 表达 式 (4) 中 的 实数 变量 x 大胆 
地 用 虚数 表达 式 ir 代替 ， 其 中 i= V-1 。 这 是 数学 中 最 出 格 、 最 大 胆 的 行 
为 ， 因 为 在 我 们 所 有 关于 函数 ez 的 定义 中 , 变量 xx 表 示 的 总 是 一 个 实数 。 
将 它 用 虚数 代替 ， 只 不 过 是 玩 一 些 没 有 意义 的 符号 游戏 ， 不 过 欧 拉 对 他 
的 公式 有 足够 的 信心 ， 让 无 意义 变 得 意义 非凡 。 通 过 将 等 式 (4) 中 的 x 换 
作 这 ， 我 们 有 
GD GD 《5) 
2!1 3! 

表示 负 号 1 的 平方 根 的 ;具有 如 下 性 质 : 它 的 整数 次 乘 方 以 4 为 周期 进 
行 循 环 ， 即 1= V-1， 亡 =-1，ija = 一 ，j=1， 等 等 。 因 此 我 们 可 以 将 
等 式 (3) 写 成 


er 二 1 十 这 十 





er 《6) 
接着 ， 欧 拉 犯 下 了 第 二 大 “ 罪 ” 他 改变 了 等 式 (O) 中 项 的 次 序 ， 将 
所 有 的 实数 项 从 虚数 项 中 分 离 出 来 。 这 可 能 会 有 和 危险 : 对 于 有 限 个 数 的 
和 ， 不 管 怎么 改变 项 的 次 序 ， 都 不 会 影响 到 最 终结 果 ;， 但 对 一 个 无 限 序 
列 这 人 么 做 ， 可 能 会 影响 最 终 的 结果 ， 甚 至 使 序列 从 收敛 变 成 发 散 。 饭 但 
在 欧 拉 的 时 代 还 不 能 完全 地 认识 到 这 一 点 。 他 生活 在 一 个 受 牛 顿 的 流 数 
法 以 及 莱 布 尼 茨 微分 法 影响 的 时 代 ， 可 以 对 无 限 运算 随心 所 欲 地 试验 。 
因此 ， 通 过 改变 等 式 (9) 中 项 的 排列 ， 他 得 到 了 序列 ， 


2 二 3 5 
机 -人 7) 
21 4 31 9)! 
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那 时 ， 人 们 已 经 知道 了 括号 中 的 两 个 无 穷 级 数 分 别 为 三 角 函 数 cosx 
和 sinx 的 无 穷 乘 方 展开 式 。 因 此 欧 拉 得 到 了 著名 的 公式 
er = cosSX 二 isinX 《8 ) 
它 立 即将 指数 函数 《尽管 是 一 个 虚 变 量 的 函数 ) 与 常规 的 三 角 函 数 
联系 起 来 。 口 将 这 用 -ix 代替 ， 欧 拉 得 到 了 另外 一 个 公 对 
e 一 cosxX 一 isinx 《9) 
最 终 ,， 将 等 式 (8) 和 (9) 分 别 相 加 和 相 减 , 他 就 得 出 了 用 指数 函数 e* 和 
e“ 形式 表示 的 cosx 和 sinx ; 


这 一 这 i 一 这 


， e 
，Sin X = 








COSX 一 《10 ) 


21 

这 些 关 系 就 是 所 谓 的 三 角 冰 数 欧 拉 公 式 〈 有 太 多 的 公式 都 以 他 的 名 
字 命 名 ， 因 此 只 说 “ 欧 拉 公 式 ” 是 不 够 的 )。 

尽管 欧 拉 用 一 种 不 够 严谨 的 方式 推导 出 了 他 的 很 多 结果 ， 这 里 所 提 
的 每 一 条 公式 都 是 经 得 起 推 散 的 一 实际 上 ， 它 们 的 正确 推导 也 只 不 过 
是 高 等 微 积分 课程 中 的 课 后 练习 婴 了 。 印 和 半 个 世纪 前 的 牛顿 与 菜 布 尼 
茨 一 样 ， 欧 拉 也 是 位 引路 人 。“ 善 后 ”工作 一 一 对 这 三 位 伟人 的 发 现 进行 
准确 严谨 的 证 明 一 一 留 给 了 后 一 代 的 数学 家 们 ， 其 中 著名 的 包括 达 上 朗 贝 
尔 〈Jeanle-Rond D'Alembert, 1717 一 1783)、 约 瑟 夫 。 路 易 斯 ， 拉 格 朗 已 
(Joseph Louis Lagrange，1736 一 1813 》 和 奥古斯丁 。 路 易 斯 ， 柯 西 
(Augustin Louis Cauchy, 1789 一 18$7)。 他 们 所 作出 的 贡献 一 直 影 响 到 20 
世纪 。 铝 

对 指数 函数 和 三 角 函 数 之 间 重 要 关系 的 发 现 ， 使 其 他 一 些 意 想 不 到 
的 发 现 变 得 理所当然 。 因 此 ， 将 x= 带 入 等 式 (89)， 并 利用 cos = -1 以 
及 sinr=0 ， 欧 拉 得 到 了 公式 

所 = 一 《11) 

如 果 用 “意义 非凡 ”来 形容 等 式 (8) 和 (9) 的 话 ， 那 么 必须 找 出 一 个 更 

适合 于 形容 等 式 (11) 的 词 。 垢 庸 置 疑 ， 它 肯定 所 有 公式 中 最 漂亮 的 公式 之 
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一 。 实 际 上 ， 著 将 它 写成 e +1= 0 的 形式 ， 我 们 就 得 到 一 个 集 数学 中 最 
为 重要 的 $ 个 常数 于 一 身 的 公式 〈 此 外 还 包括 3 种 最 重要 的 数学 运算 一 一 
加 法 、 乘 法 以 及 指数 运算 )， 这 S 个 常数 成 为 了 经 典 数学 中 4 个 主要 分 支 的 
象征 : 0 和 1 所 代表 的 算术 、i 所 表示 的 代数 学 、r 所 指 代 的 几何 学 ， 以 及 e 
所 代表 的 分 析 数 学 。 也 难怪 很 多 人 从 欧 拉 公式 中 发 现 了 各 种 神秘 的 含义 。 
爱德华 。 卡 斯 纳 (Edward Kasner) 和 往 姆 斯 。 纽 曼 〈James Newman) 将 
一 个 小 插曲 记载 了 他 们 的 《数学 与 想象 》Matpermatics azd tpe jzasgipnatioz 
中 。 

对 本 杰 明 。 皮 尔 斯 (Benjamin Peirce)， 这 位 19 世 纪 顶 级 的 哈佛 数学 
家 而 言 ， 欧 拉 公 式 ex =-!1 像 是 某 种 启示 。 在 某 天 发 现 了 这 点 后 ， 他 对 他 
的 学 生 们 说 :“ 先 生 们 ， 它 绝对 是 正确 的 ， 也 是 绝对 诡异 的 ， 我 们 无 法 理 
解 它 ， 也 无 从 知晓 它 的 含义 。 但 我 们 已 经 证 明了 它 ， 因 此 我 们 知道 它 就 
一 定 是 正确 的 ”多 


[HU David Eugene Smith, 4 Soxrcee Book mWatperaatics (1929; mpt. New York: 
Dover 19S9), pp. 9S。 

[2] 更 多 细节 请 参考 我 所 撰写 的 书 7To ijipipy and Beyopnd: 4 Cuiltural Fistomy or 
ipe 7Pjipaite (1987; Ipt. Princeton: Princeton University Press, 1991), pp. 29-39。 

[3] 然而 欧 拉 并 不 是 第 一 个 得 到 这 一 公式 的 人 。1710 年 左右 ， 曾 经 帮助 过 牛 
顿 编辑 第 二 版 《原理 》 一 书 的 英国 数学 家 科 茨 〈Roger Cotes，1682 一 1716) 推导 
出 公式 lg (cosp +isinO)=ip ， 这 一 结果 与 欧 拉 公式 是 等 价 的 。 这 一 结果 出 现在 
科 菊 去 世 后 1722 年 出 版 的 parwonia mensxarum 一 书 中 。 棣 莫 弗 〈Abraham De 
Moivre，1677 一 17$4) 发 现 了 著名 的 公式 (cosp +ising)j"” = cosnp+isinnpD ， 不 过 
它 在 欧 拉 公式 的 光辉 下 变 成 了 恒等式 (e"》 = e 。 棣 莫 弗 出 生 于 法 国 ， 不 过 基本 
是 在 伦敦 度 过 一 生 ， 和 科 荡 一样， 他 也 属于 牛顿 阵营 中 的 一 员 ， 并 作为 皇家 学 会 
委员 参与 调查 牛顿 与 菜 布 尼 茨 之 间 关 于 微 积 分 之 争 的 优先 权 间 题 。 

[4] 诚然 ， 欧 拉 也 会 犯错 。 例 如 ， 对 恒等式 xML- 妇 +xz-D=0， 他 对 其 
中 的 每 一 项 进行 无 穷 项 分 解 ， 从 而 得 到 等 式 …+1/ 妇 +LIxz+1+x+i2T…=0， 
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这 一 解 显然 是 错误 的 。 (因为 序列 1+17xz+L1 妇 +… 只 有 在 |xl>1 的 时 候 才 收敛 ， 
而 序列 x+ 关 +… 上 只 有 在 |xK<l 才 会 收 你 ， 因 此 将 这 两 个 序列 简单 地 相 加 是 没有 
意义 的 。) 欧 拉 的 这 一 无 心 之 过 是 因为 他 将 无 限 序列 的 值 看 成 了 用 序列 所 表示 的 
函数 值 。 现 在 我 们 都 明白 ， 只 有 在 序列 收 和 敛 的 范围 肉 ， 这 种 证 明 才 是 有 效 的 。 参 
考 Morris Kline 的 Matpematics: 7He Zoss of Certaipty (New York: Oxford University 
Press, 1980), pp. 140-145 。 

[5] 同上 ，ch. 6。 

[6] (New York: Simon and Schuster, 1940], pp. 103-104。 皮 尔 斯 对 欧 拉 公 式 的 
赞赏 使 他 提出 了 两 个 非常 不 一 般 的 符号 ;，r 和 e【〈 和 参见 下 一 页 )。 





182 ，e 的 故事 : 一 个 常数 的 传奇 


e 的 历史 中 有 趣 的 一 幕 


杰 明 .皮尔 斯 (Benjamin Peirce, 1809 一 1880) 24 岁 时 成 为 了 
， 哈佛 大 学 的 一 名 数学 教授 。 吓 受到 欧 拉 公式 es = -1 的 启发 ， 
， 他 推导 出 了 r 和 e 的 新 符号 ， 他 推断 出 由 于 种 种 原因 ， 现 在 所 使 用 的 用 
。 于 表示 纳 皮 尔 底数 以 及 圆周 率 的 符号 非常 不 便 ， 而 且 这 两 个 量 之 间 的 密 
切 关系 应 当 直 接 体现 在 他 们 的 符号 上 。 他 建议 使 用 下 面 这 两 个 他 以 前 在 
文章 中 成 功 使 用 过 的 字符 : 

站 一 一 用 于 表示 圆周 率 ; 

全 一 一 用 于 表示 纳 皮 尔 底数 。 

可 以 看 出 ， 前 者 是 字母 c〈 圆 周 ，circumference) 的 变 体 ， 而 后 者 是 
字母 b〈 底 数 ，base)。 这 两 者 之 间 的 关系 可 用 如 下 等 式 表示 。 


2 =CD 王 

皮尔 斯 将 他 的 建议 发 表 在 1859 年 的 《数学 月 刊 》 的 二 月 卷 中 ， 并 在 
他 的 著作 《分 析 力学 》(4nabotic Mechanics, 1855) 中 使 用 。 他 的 两 个 数 
学 家 儿子 查尔斯 。 肖 登 斯 。 皮 尔 斯 (Charles Saunders Perice) 以 及 篇 姆 
期。 米尔 斯 。 皮 尔 斯 (James Mills Perice) 沿用 了 父亲 的 这 种 标记 方法 ， 
而 且 往 姆 斯 。 米 尔 斯 还 因为 他 的 Tree anrd Foxr Place 7zples (1871 年 ) 一 
书 以 及 方程 Ver = 近 〈 如 图 13-1 所 示 》 而 受到 奖励 。 自 

毫 不 奇怪 ， 皮 尔 斯 的 建议 并 不 受 大 家 待 见 。 且 不 谈 印 刷 这 两 个 字符 
的 难度 了 ， 要 将 他 的 份 和 全 区 分 开 还 需要 一 定 的 技巧 的 。 据 说 ， 他 的 学 
生 更 倾向 于 使 用 传统 的 r 和 e。 四 
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图 13-1 本杰明。 皮尔 斯 的 xz，e 和 i 标 记 符 出 现在 入 姆 斯 。 米 尔 
斯 。 皮 尔 斯 的 Tree aad Foxr Piace TPrpies ( 波 士 ，1871 
年 ) 一 书 中 。 这 一 公式 是 欧 拉 公 式 ex = -1 的 变 体 。 复 
印 自 Florian Cajori 的 4 已 istom of Matzemaatical Notatioxs 
(1928-1929; La Salle, IIL: Open Court. 19S1)， 已 授权 


AL 人 WA 后 训 人 AAS SCAMAOAAL， 


| 注解 与 来 源 ， 


SR 


[] David Eugene Smith, 已 isfory of atjperaaticy, 2 vols. (1923; Tpb New York: 
Dover, 1958), 1:S32 。 

[2] 这 一 方程 ， 以 及 本 杰 明 。 皮 尔 斯 的 外 =(-D”， 都 可 以 从 欧 拉 公式 中 推 
导 而 得 。 

[3] Florian Cajor 4 Pistomm of Matjeraatical Notatioprs, vol 2 Figper Matpe- 
aatfics (1929; rpt. La Salle, HL: Open Court. 1929), pp. 14-15。 








号 
溃 


e“”': 化 虚数 为 实数 





0 
说 四 


y ”“ 筷 今 为 止 , 这 个 引发 许多 纠 编 不 清 的 问题 的 主题 (虚数 )，， 
; 革 很 大 程度 下 于 以 认为 是 不 恰当 的 记 法 系统 导 殖 的 - 比如 ， 如 
， 果 把 +1、 -1 和 \-1 称 为 正 、 北 和 便 的 单位 ， 而 不 是 正 、 负 以 及 


s 庚 〔 甚 至 不 可 能 ) 的 单位 ， 就 不 会 有 这 样 的 麻烦 了 。” 


: 一 卡尔。 弗 里 德里 希 。 高 斯 ， 
.CCar Friedrich Gauss，1777-1855)。。 


将 类 似 于 ee 这 样 的 表达 式 引 入 数学 的 同时 也 带 来 了 一 定 的 问题 : 这 
一 个 表达 式 的 准确 含义 是 什么 ? 既然 指数 为 虚数 ， 我 们 就 不 能 像 计 算 
es2 〔〈 举 个 例子 ) 那 般 计算 芝 的 值 ， 除 非 我 们 特别 声明 一 下 “计算 ” 虚 
数 的 定义 。 这 把 我 们 带 回 了 V-1 第 一 次 出 现在 数学 中 的 16 世 纪 。 

“虚数 ”概念 自从 提出 以 来 ， 就 充满 了 神秘 感 ， 并 且 每 个 初次 遇 到 这 
些 数 的 人 都 会 对 它们 奇怪 的 性 质 充满 好 奇 。 不 过 “奇怪 ”是 相对 的 : 有 
了 充分 的 了 解 后 ， 昔 日 奇怪 的 主题 会 成 为 今日 再 常见 不 过 的 事物 。 从 数 
学 的 角度 看 ， 相 比 于 负数 〈 举 例 而 言 )， 虚 数 早 就 不 再 那么 令 人 感到 奇怪 
了 ;运用 它们 “奇怪 ”的 相 加 法 则 a/2p+ce/d =(ed+a5c)/p8d ， 虚 数 无 疑 
比 常见 的 分 数 要 更 易 处 理 。 事 实 上 ， 所 有 出 现在 欧 拉 公式 ex +1=0 的 5 
个 数 中 ，i= \-1 恐怕 是 最 不 好 玩 的 一 个 。 将 它 纳 入 我 们 的 数值 体系 使 其 
(以 及 它们 的 扩展 一 一 复数 ) 在 数学 领域 变 得 非常 重要 。 

正如 负数 的 提出 是 为 了 求 a 为 正 数 时 线性 方程 x+a=0 的 解 一 样 ， 
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虚数 的 提出 是 为 了 求 ca 为 正 数 时 二 次 方程 六 +a=0 的 解 。 特 别 地 ， 虚 数 
单位 -1 被 定义 为 方程 如 +1=0 的 一 个 解 〈 另 一 个 为 -~V-1 )， 就 像 “ 负 
数 单位 ”-!1 被 定义 为 方程 x+1=0 的 解 。 现 在 要 解 方程 巡 +1=0 就 意味 
着 要 找 一 个 平方 值 等 于 -1 的 数 。 显 然 没 有 任何 一 个 实数 可 以 满足 要 求 ， 
因为 实数 的 平方 值 总 为 非 负 数 。 因 此 ， 在 实数 范围 内 ， 方 程 巡 +1=0 是 
无 解 的 ， 就 像 在 正 数 范围 内 方程 x+1=0 无 解 一 样 。 
两 千 多 年 来 ， 数 学 家 们 已 经 可 以 做 到 完全 不 为 这 些 限 制 所 困扰 了 。 
古 希 腊 人 并 没有 认识 到 负数 (有 一 个 例外 ,从 公元 275 年 丢 镍 图 的 《算术 》 
可 知 ),， 因 此 没 用 上 它们 。 他 们 的 主要 兴趣 是 几何 ， 以 及 诸如 长 度 、 面 积 、 
体积 的 量 ， 而 这 些 用 正 数 就 足以 应 付 了 。 印 度数 学 家 婆罗 摩 笈多 
(Brahamagupta， 约 公元 628 年 ) 使 用 过 负数 ， 只 不 过 中 世纪 的 欧洲 几乎 
完全 忽略 了 它们 ， 认 为 它们 是 “虚构 的 ^“ 荒 雇 的 ”>。 确实 ， 只 要 将 减法 
看 成 是 “ 拿 走 ”的 动作 ， 负 数 就 是 荒 漆 的 。 例 如 ， 人 们 不 能 从 3 个 苹果 中 
取 走 5 个 。 然 而 ， 负 数 因 其 他 形式 而 成 为 数学 中 的 焦点 ， 它 主要 作为 二 次 
方程 或 三 次 方程 的 根 存在 ， 不 过 还 是 会 涉及 实际 问题 〈 莱 昂 纳 多 。 斐 波 
那 契 在 1225 年 将 一 个 金融 问题 中 所 涉及 的 负 根 解 杰 为 损失 而 非 收益 )。 甚 
至 在 文艺 和 悠 兴 时 期 ， 还 有 数学 家 对 它们 感到 不 自在 。 使 虚数 最 终 被 接受 
的 关键 一 步 是 由 拉 斐 尔 。 邦 别 利 〈Rafael Bombelli， 约 15$30 年 出 生 ) 完成 
的 ， 拉 斐 尔 将 数 解释 为 线段 的 长 度 ， 而 4 个 基本 的 运算 符 则 表示 沿线 段 的 
运动 ， 从 而 给 出 了 实数 的 几何 解释 。 但 只 有 当 人 们 意识 到 减法 可 以 解释 
为 加 法 的 逆 运 算 时 ， 才 有 可 能 完全 将 负数 融入 我 们 的 数字 体系 中 。 包 
虚数 也 有 着 类 似 的 演化 过 程 。 在 a> 0 时 无 法 求解 方程 巡 +a=0 的 
问题 持续 了 好 几 个 世纪 , 不 过 党 试 解 决 这 一 难题 的 人 却 迟 迟 没有 出 现 。 最 
早 的 一 次 尝试 发 生 在 1545 年 ， 当 时 意大利 人 吉 罗 拉 姆 。 卡 尔 达 详 
(Girolamo Cardano，1501 一 1$76) 尝试 得 到 和 为 10、 积 为 40 的 商人 个 数 。 这 
一 问题 就 归结 于 方程 鼠 -10x+40=0， 它 的 两 个 解 可 用 二 次 方程 很 轻易 
地 获得 一 一 5+ -15 以 及 5-/-15 。 起 先 ， 卡 尔 达 诺 并 不 知道 如 何 处 理 这 


186 ，e 的 故事 : 一 个 常数 的 传奇 
些 “ 解 ”， 因 为 他 无 法 得 到 它们 的 值 。 但 他 很 快 被 这 一 事实 激 起 了 兴趣 : 


那么 这 两 个 解 确实 满足 问题 的 条 件 一 (5+V-15 )+(5-V-15 )=10， 以 及 
(5S+\-15 )x($ -VC15 )25-5$\V15 +5V-15 -(V15 ?25-(-15)=-40。 

随 着 时 间 的 推移 ， 那 些 曾 以 x+(V-1)y 形式 表示 的 量 ， 现 在 被 称 为 
“复数 ” 并 用 x+i 的 形式 表示 ， 其 中 xz 和》 都 是 实数 ，i= V-1 一 一 它 
在 数学 中 的 作用 越 来 越 大 。 例 如 ， 求 解 一 个 普通 的 立方 〈 三 次 方 ) 方程 
就 需要 涉及 这 些 数 ， 即 使 最 终 的 结果 是 实数 。 然 而 ， 直 到 19 世 纪 初 ， 数 
学 家 们 才 坦 然 地 接受 复数 是 真实 的 数 。 

两 方面 的 发 展 在 很 大 程度 上 推进 了 复数 被 接受 的 进程 .首先 ,在 1800 
年 左右 ， 量 x+ 了 区 得 到 了 简单 的 几何 解释 。 在 一 个 直角 坐标 系 中 ， 我 们 作 
一 个 点 已 ， 其 所 对 应 的 坐标 值 分 别 为 x 和 ]) 。 如 果 我 们 将 > 轴 和 轴 分 别 
解释 为 “ 实 ” 轴 和 “ 虚 ” 轴 ， 那 么 复数 x+ 纱 就 可 用 点 P(x, 力 表示 ， 也 
可 用 矢量 线段 OP 表示 〈 如 图 14-1 所 示 )。 这 样 ， 我 们 就 可 以 按照 加 减 矢 
量 的 方法 对 复数 进行 加 减 运算 ， 当 然 ， 只 需要 对 复数 的 虚 部 和 实 部 分 别 
加 减 即 可 ， 例 如 ，(1+3i)+(2-S$=3-2i (如 图 14-2 所 示 )。 差 不 多 在 同一 时 
期 ， 有 3 位 不 同 国籍 的 科学 家 分 别提 出 了 这 一 图 形 表 示 方 法 : 1797 年 ， 挪 
威 测量 师 卡 斯 帕 尔 。 韦 塞 尔 〈Caspar Wessel，1745 一 1818);， 1806 年 ， 法 
国人 让 。 有 罗伯特。 阿拉 贡 (〈Jean Robert Argand，1768 一 1822);， 1831 年 ， 
德国 人 卡尔 。 弗 里 德里 希 。 高 斯 〈Carl Friedrich Gauss，1777 一 1855 ) 。 

第 二 个 发 展 归 功 于 爱尔兰 数学 家 威廉 。 罗 文 。 汉 密 尔 顿 先生 
(William Rowan Hamilton, 1805 一 1865)。1835 年 ， 他 将 复数 看 成 遵循 一 
定 运算 规则 的 有 序 实数 对 ， 从 而 为 复数 给 出 了 纯 形 式 的 定义 “复数 ”被 
定义 为 有 序 的 数 对 (a, 尹 ,其 中 a 和 2 都 是 实数 。 两 个 数 对 (a, 妇 和 (c,d 当 
且 仅 当 a=c 且 8=Q& 时 才 会 相等 。 将 数 对 (a 人 和 滋 以 实数 磊 〈 标 量 ) 将 会 
得 到 (kio, 属 ) 。 数 对 (ac 人) 和 (c,qd) 的 和 是 数 对 (ae+c,p+d ， 生 积 是 数 对 
(ac-pd,ad+pc) 。 滋 法 的 定义 看 似 很 奇怪 但 如 果 让 数 对 (0,0 自 乘 ， 其 含 
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义 就 比较 清晰 了 : 根据 给 定 的 乘法 法 则 ， 我 们 有 (0.Dx(0.D 





图 14-1 复数 x+iy 可 以 用 一 条 线段 或 矢量 OP 表示 





纪 2 3) 


图 14-2 ”要 将 两 个 复数 相 加 ， 只 要 将 它们 对 应 的 矢量 相 加 :，(1+3D+(2-5b=3-2i 
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=(0x0-1xL0xl+1x0)= (50) 。 如 果 将 数 对 中 第 二 部 分 为 0 的 数 对 ， 用 
表示 其 第 一 部 分 的 字母 表示 , 并 把 它 看 做 实数 , 也 就 是 认为 (a,0) 与 实数 a 
等 价 , 那么 我 们 就 可 以 把 最 终 的 结果 写 为 (0,Dx(0.D = -1 。 将 数 对 (0.0 用 
字母 表示 ， 我 们 可 以 得 到 ixi= -1， 简 写成 已 = -1 。 而 且 ， 我 们 现在 可 
以 将 任何 数 对 (@ 人 ) 写成 (a,0)+(0, 人 =a 人 LO)+80D =ax1+5xi 
= &+ 翅 ,这 是 常见 的 复数 。 这 样 我 们 就 揭 开 了 复数 的 神秘 面纱 , 实际 上 ， 
复数 的 唯一 标志 就 是 “ 虚 部 ”的 符号 了 。 汉 蜜 尔 顿 的 严格 推导 标志 着 公 
理 代数 的 开始 ， 从 一 些 简单 的 定义 〈“ 公理 沪 以 及 由 这 些 定义 导出 的 逐 
辑 结 果 “〈“ 定 理 ?) 出 发 ， 一 步 一 步 地 推导 出 结论 。 当 然 ， 公 理 法 在 数学 
上 并 不 是 新 鲜 事 物 ， 自 从 十 希腊 人 建立 了 几何 学 这 一 严 河 的 演绎 学 科 以 
来 , 公理 方法 就 被 大 量 使 用 , 并 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》( 约 公元 前 300 
年 ) 一 书 中 成 为 了 永恒 的 经 典 。19 世 纪 中 时 ， 代 数学 正在 效仿 几何 学 。 

克服 心理 障碍 接受 复数 之 后 ， 通 向 新 发 现 的 智慧 之 路 也 就 打通 了 。 
1799 年 ，22 岁 的 高 斯 在 他 的 博士 论文 答辩 中 对 大 家 已 司空 见 惯 的 一 个 现 
象 给 出 了 第 一 次 续 密 的 证 明 ; 一 个 z 次 的 多 项 式 方 程 〈 参 见 第 10 章 ) 至 少 
包含 一 个 复数 根 〈 实 际 上 ， 如 果 我 们 将 重复 的 根 看 成 是 独立 的 根 ， 那 么 
一 个 mn 次 多 项 式 方程 实际 上 有 m 个 复数 根 )。D 例 如 , 多 项 式 关 -1 有 3 个 根 ， 
也 就 是 方程 妇 -1=0 的 解 : 1、(-1+iv3)12 以 及 (-1-ivV3)12 ， 它 们 的 正 
确 性 可 以 通过 代 辐 原 方程 进行 验证 。 高 斯 定理 被 认为 是 代数 基本 定理 ， 
它 表 明 ， 复 数 不 仅仅 是 一 般 多 项 式 方程 的 必要 解 ， 也 是 充分 解 。 叫 

将 复数 纳入 代数 范畴 的 同时 也 给 分 析 学 带 来 了 冲击 。 微 积分 的 伟大 
战果 使 之 更 可 能 被 推广 到 复 变 量 函 数 范围 。 从 形式 上 讲 ， 我 们 可 以 将 欧 
拉 对 函数 的 定义 《参见 第 13 章 ) 直接 拓展 到 复 变 量 的 领域 ， 而 无 需 改变 
什么 ， 我 们 只 是 允许 常数 和 变量 为 复数 。 但 从 几何 学 的 角度 看 ， 这 样 的 
一 种 函数 无 法 在 二 维 直 角 坐 标 系 中 画 出 它们 对 应 的 图 形 ， 因 为 现在 每 
个 变量 都 需要 对 应 一 个 二 维 坐 标 系 ， 即 一 个 平面 。 要 从 几何 角度 来 解 
释 这 样 一 个 函数 ， 我 们 必须 将 它 看 成 是 一 个 平面 到 另外 一 个 平面 的 映 
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射 或 转换 。 

以 函数 w= 邓 为 例 ， 其 中 的 z 和 ww 都 是 复 变量 。 要 从 几何 角度 描述 
这 个 函数 ， 我 们 需要 两 个 直角 坐标 系统 ， 其 中 一 个 是 独立 变量 z ， 另 一 
个 是 独立 变量 w 。 将 它们 分 别 写 成 z=x+iy 以 及 风 =x+ip ， 我 们 就 可 以 
得 到 x+i = (x+ 种 关 = (x+iDJC+Ti 这 = 和 姑 =Xiy 十 DT 下 失 二 关上 2iy 一 坟 
= (六 一 六 )+i2z) 。 因 为 等 式 两 边 的 实 部 与 虚 部 分 别 相等 ， 所 以 有 
zx = 入- 刀 ，y=2xa 。 现 在 我 们 假设 变量 x 和 了 在 “z 平 面 ”( 即 效 平 
面 ) 中 符合 某 条 上 曲线。 那么 ， 这 将 导致 变量 x& 和 y 在 “罗平 面 ”( 即 如 平 
面 ) 中 遵循 某 一 象 井 线 。 例 如 ， 如 果 点 P(x, 妨 治 着 双 曲 线 巡 - 刀 =c (其 
中 c 是 一 个 常数 ) 移动 ， 那 么 象 点 Cu 人 将 会 沿 着 曲线 4&=c ， 即 平面 
中 的 一 条 垂直 线 移动 。 同 样 ， 如 果 尸 沿 着 双 曲 线 2xzy = 大 (大 是 常数 ) 移 
动 ，C 将 沿 着 水 平 线 v= 大 移动 (如 图 14-3 所 示 )。 双 曲线 姑 - 交 =c 和 
2xyp = 天 在 z 平面 内 形成 了 两 组 相似 的 曲线 ， 其 中 每 条 曲线 都 对 应 着 一 个 
给 完 的 常数 。 它 们 的 象 曲 线 则 在 w 平面 内 形成 了 由 水 平 线 及 垂直 线 构成 
的 移 形 网 格 。 





图 14-3 复 函 数 风 = 到 的 映射 


对 于 变量 z 和 w 都 是 复数 的 复 函 数 w= F(z) ， 我 们 可 以 像 对 待 实 变 
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量 x 和 》) 所 构成 的 实 函 数 》 = /Co 那样 对 其 进行 微分 运算 么 ? 答案 是 肯 
定 的 ， 不 过 需要 一 些 附加 说 明 。 首 先 ， 我 们 不 再 需要 将 函数 的 导数 解释 
为 图 形 上 切线 的 斜率 ， 因 为 复 变量 的 函数 无 法 表示 成 一 个 单独 的 图 形 ， 
它 是 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 映射 。 而 且 ， 我 们 可 以 单纯 地 从 形式 上 学 
试 对 函数 进行 微分 运算 ， 寻找 两 个 邻近 的 点 z 和 z+Az 所 对 应 的 函数 
ww= /(z) 的 差 值 ， 然 后 除 以 差 值 Az ， 并 令 Az _》0 。 至 少 从 形式 上 看 ， 
可 由 此 得 出 点 z 处 的 /2z) 变化 率 。 但 即使 是 这 种 单纯 形式 的 运算 过 程 ， 
我 们 也 会 遇 到 在 实数 变量 函数 中 从 未 出 现 过 的 困难 。 

极限 概念 中 隐 含 的 一 点 假设 就 是 ， 极 限 运算 的 最 终结 果 是 相同 的 ， 
不 管 独立 变量 是 如 何 接近 它 的 “终极 ” 值 的 。 例 如 ， 在 对 函数 = 刀 〈 参 
见 第 9 章 ) 求 导 的 过 程 中 ， 我 们 从 某 个 固定 的 x 值 开始 ， 比 如 交 ， 然 后 移 
动 到 一 个 邻近 的 点 x*= +Ax ， 找 出 这 两 个 点 所 对 应 的 值 的 差 值 Ay ， 
并 最 终 得 出 Ax 一 0 时 的 极限 值 Ay/Ax 。 这 一 过 程 的 结果 就 是 2x ， 即 在 
为 点 处 的 导数 值 。 在 Ax 趋 于 0 的 过 程 中 ， 我 们 假设 不 管 以 何 种 形式 使 
Ar -> 0 ， 最 终 都 会 得 到 一 个 相同 的 结果 〈 我 们 从 未 描述 得 如 此 明显 )。 
例如 ， 我 们 可 以 令 Ax 从 正 值 趋 于 0 (也 就 是 说 ， 让 x 从 右 侧 趋 于 x )， 也 
可 以 从 负 值 趋 于 0 (让 x* 从 左 侧 趋 于 x )。 这 种 默许 的 假设 是 ， 最 终结 果 ， 
即 /Co 在 点 xx 的 导数 ， 与 如 何 让 Ax ->0 是 完全 无 关 的 。 对 我 们 所 遇 到 
的 初等 代数 学 中 的 大 部 分 函数 而 言 ， 这 是 微不足道 的 ， 甚 至 可 以 认为 是 
一 些 书 呆 子 才 会 追求 的 细节 ， 因 为 这 些 函 数 通常 都 是 平滑 和 连续 的 一 
它们 的 图 形 没有 尖 角 和 突变 。 因 此 我 们 没有 必要 过 分 关注 计算 函数 导数 
的 过 程 。 回 

然而 ， 当 遇 到 一 个 复 变 量 的 函数 时 ， 这 样 的 考虑 一 下 变 得 至 关 重要 
起 来 。 和 实数 变量 x 不 同 ， 复 变量 z 可 以 从 无 穷 多 个 角度 接近 一 个 点 
(回忆 一 下 , 这 一 独立 变量 就 需要 一 整个 平面 才能 表示 )。 因 此 , 当 Az _>0 
时 Aw/Az 的 极限 存在 ， 也 就 意味 着 该 值 (复数 》 对 应 的 极限 与 ? -> z 的 
方向 无 关 。 








第 14 章 e”"， 化 虚数 为 实数 191 


接 下 来 所 要 说 明 的 是 ， 这 种 形式 上 的 要 求 带 来 了 一 对 复 变 函数 上 最 
为 重要 的 微分 方程 。 它 们 就 是 柯 西 - 黎 曼 方 程 ， 以 法 国人 奥古斯丁 。 路 
易 斯 。 柯 西 〈Augustin Louis Cauchy，1789 一 1857) 和 德国 人 格 奥 尔 
格 。 弗 雷 德 里 希 。 波 转 哈 德 ， 黎 曼 (Georg Friedrich Bernhard Riemann， 
1826 一 1866) 的 名 字 命 名 。 这 些 公式 的 推导 过 程 已 经 超出 了 本 书 范围 ， 呆 
所 以 就 让 我 们 简单 地 看 看 他 们 是 怎么 做 的 吧 。 给 定 一 个 关于 复 变 量 z 的 
函数 w= jz)， 如 果 我 们 将 z 和 分 中 写成 >=x+ 商 以 及 =z+i 的 形 
式 ， 那 么 4 和 * 吉 变 成 了 实数 变量 x 和 ?》 的 实 函数 ， 用 符 导 表示 就 是 
V= 2z)=2UL 切 +iv0o 妨 。 举 个 例子 ， 在 复 函 数 录 = 于 的 例子 中 ， 我 们 
得 到 了 zx = 六- 坟 以 及 y=2x9 。 柯 西 - 黎 曼 方程 表明 ， 如 果 某 一 个 复 变 天 
数 如 = 7(z) 可 微 , 即 可 求 导 , 那么 它 在 复 平 面 内 任 一 点 z 处 应 当 满 足 ，z 
对 xy 的 导数 一 定 等 于 v 允 ?7 的 导数 ， 同 时 v 对 xz 的 导数 一 定 等 于 x 对 y 的 
导数 的 负数 ， 点 z= x+iy 处 的 所 有 导数 都 必须 计算 。 

当然 ， 用 数学 语言 来 表示 这 种 关系 就 简单 多 了 ， 不 过 首先 必须 为 这 
一 问题 中 的 导 分 引入 一 种 新 的 记 法 。 这 是 因为 zx 和 都 是 包含 两 个 独立 
变量 的 函数 ， 并 且 我 们 必须 声明 是 对 哪个 变量 进行 微分 。 对 刚刚 提 到 的 
导数 ， 我 们 分 别 用 符号 BaxkyBx ，Bu/6 ，6uvypax 以 及 By/B 来 表示 。 其 中 
的 运算 符 8/6x 以 及 3/16y 分 别 被 称 为 对 x 和 ?》 的 偏 微分 。 在 进行 这 样 的 
微分 运算 时 ， 除 了 微分 符号 中 指定 的 变量 外 ， 其 他 的 变量 都 应 当 看 成 轿 
定 不 变 的 量 。 所 以 ， 在 8/6x 中 ， 将 y 视 为 国定 量 ， 在 /6 中 ， 将 x 视 为 
固定 量 。 森 西 - 黎 曼 方程 表明 : 

DGUL 6 0 Dr 
去- 囊 ， 和 《1) 

对 函数 内 =2， 我 们 有 zz= 六 -天 以 及 v=2z ， 因 此 Bu/6=2x， 
ex/2 =-27，p/a=27》 以 及 go/6p =2x。 既 然 所 有 的 变量 x 和 ?都 满 
是 柯 西 - 黎 蛇 方程 ， 那 么 相应 地 ， 函 数 灵 = 于 在 复 平 面 的 每 一 点 z 上 都 是 
可 微 的 。 实 际 上 ， 如 果 我 们 从 形式 上 将 函数 y= 达 的 求 导 过 程 中 的 x 替 


192 ，e 的 故事 : 一 个 常数 的 传奇 


换 为 > ，》)》 蔡 换 为 ww， 就 可 以 得 到 dwy/dz = 2z 。 这 一 表达 式 给 出 了 复 平 
面 中 每 一 点 z 的 函数 的 导数 值 。 尽 管 柯 西 - 黎 曼 方程 并 不 直接 涉及 求 导 计 
算 ， 人 而且， 稍微 改变 一 
下 假设 条 件 后 ， 也 是 充分 条 件 )。 

归 个 加 在 复 平面 的 某 一 点 z 上 可 微 ， 我 们 就 称 /(z) 
在 = 点 是 解析 的 。 要 得 到 这 一 结果 ， 该 点 必须 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 。 因 此 
相 比 于 实数 域 的 可 微 而 言 ， 解 析 是 一 个 更 为 严格 的 条 件 。 但 一 旦 一 个 方 
程 被 证 明 是 解析 的 ， 它 就 符合 所 有 类 似 于 实数 域 规则 的 求 导 规则 。 例 如 。 
两 个 函数 的 和 以 及 积 的 微分 公式 、 链 式 法 则 ， 以 及 公式 d(x")]/dx = ze- ， 
所 有 这 些 对 实数 变量 x 都 成 立 的 法 则 对 复 变 量 > 依然 成 立 。 我 们 称 阴 数 
= Go 的 性 质 移植 到 了 复数 域 中 。 

在 说 明 复 邓 数 的 一 般 性 理论 之 后 , 我 们 已 经 可 以 加 到 我 们 的 主题 了 : 
指数 函数 。 从 欧 拉 公式 ee =cosx+isinx 说 起 ,我 们 可 以 将 方程 的 右边 看 
成 是 表达 式 扩 的 定义 ， 而 在 此 之 前 ， 我 们 从 未 对 它 定义 过 。 不 过 ， 我 们 
可 以 做 得 更 出 色 ， 既 然 已 经 允许 指数 为 虚数 了 ， 那 何不 假设 它 也 可 以 为 
复数 ? 换言之 ， 我 们 希望 得 到 表达 式 所 在 z=X+ 孙 时 的 含义 。 这 里 我 们 
自己 尝试 用 一 种 纯粹 的 符号 操作 方法 ， 顺 着 欧 拉 精神 指引 的 方向 前 进 。 
假设 e 符 合 所 有 实数 变量 的 指数 函数 的 法 则 ， 我 们 得 到 

= 的 = 一 ee = 人 (cosy+isin 切 (2) 

当然 ， 这 里 的 薄弱 点 正 是 刚才 的 假设 一 未 定 表 达 式 ee 的 函数 特性 

符合 实数 变量 的 代数 函数 法 则 。 这 当然 是 符合 事实 的 ， 而 且 所 有 的 科学 
家 ， 数 学 家 几乎 都 忘记 了 这 一 事实 的 存在 。 不 过 ， 有 一 个 解决 方法 : 何 
不 化 被 动 为 主动 ， 将 僻 按 照 等 式 (2) 的 形式 定义 呢 ? 我 们 当然 可 以 这 么 做 
啦 , 因为 在 这 个 定义 中 没有 任何 一 点 是 与 现在 的 指数 函数 理论 相 冲 突 的 。 

当然 ， 只 要 不 违背 人 们 已 接受 的 已 有 定义 和 事实 ， 我 们 可 以 定义 数 
学 上 的 任何 一 种 新 事物 。 真 正 的 问题 在 于 ， 我 们 所 给 的 定义 符合 那个 新 
事物 的 属性 吗 ? 在 我 们 的 问题 中 ， 将 等 式 (2) 的 左边 部 分 用 电表 示 是 因 
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为 : 复 变 量 的 指数 函数 这 一 新 事物 的 定义 能 够 满足 我 们 所 想 要 的 性 质 ， 
即 它 从 形式 上 保留 了 实 函 数 e 的 所 有 性 质 。 例 如 ， 我 们 已 经 得 到 了 对 所 
有 实数 x 和 了 都 成 立 的 公式 e 7 =exe ， 所 以 我 们 就 有 了 对 任意 两 个 复 
数 w 和 z 都 成 立 的 公式 e” =e* xez 。 阅 进一步 地 ， 如 果 z 是 实数 〈 也 就 
是 说 , 如 果 ? 了 = 0 ) 等 式 (2) 的 右边 就 为 er(cos0+isin0)=exr(+ix0)=e， 
因此 实数 变量 的 指数 函数 不 过 是 人 定义 中 的 一 个 特例 。 
那么 闫 的 导数 是 什么 昵 ? 它 可 从 在 点 z=x+iy 处 可 导 的 函数 表达 
起 ww= jz=za0c 切 +iy(xz 切 推导 而 得 ; 
dw 0 ,0r 
证 = = 吉 +i 元 《3 ) 
《或 者 0/1B -iDu/16y ， 按 照 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 这 两 个 表达 式 是 相等 
的 )。 对 函数 = ee 而 言 ， 从 等 式 (2) 中 得 到 zx = er cosy 以 及 v= ersiny ， 
因此 ax/ar=excosy，Br/ar=ersiny 。 从 而 我 们 可 以 得 到 : 


全 GD)=erGcosy+isin 吃 =e 〈4) 


因此 ， 函 数 e 与 它 的 导数 完全 相等 ， 这 一 性 质 与 函数 e* 是 一 致 的 。 
值得 一 提 的 是 ， 还 有 另外 一 种 推导 复 变量 函数 理论 的 方法 ， 常 简称 
为 函数 论 。 这 一 理论 由 柯 西 开 创 、 德 国 数学 家 卡尔 。 殊 尔 施 特 拉 斯 
(Karl Weierstrass，1815 一 1897) 完善 ， 它 对 守 级 数 进 行 了 推广 应 用 。 例 
如 ， 函 数 拓 可 以 定义 为 : 
Z 世 Za 


人 = 十 一 十 一 十 一 十 《5 ) 
T 21 3! 


这 一 定义 是 从 欧 拉 关 于 晨 是 (L+xz/ 六 "在 2 一 co 时 的 极限 的 定义 
《参见 第 13 章 ) 中 引申 而 得 的 。 它 的 细节 推导 不 在 本 书 的 讲述 范围 之 内 ， 
不 过 这 一 方法 的 本 质 表 明 : 等 级 数 (5) 对 复 平面 上 的 所 有 z 值 都 是 收 和 敛 的 ， 
而 且 每 一 项 都 可 以 像 普 通 的 多 项 式 〈《 有 限 项 ) 那样 可 微 。 函 数 e 的 所 有 
性 质 都 可 以 从 这 一 定义 中 推 时 而 得 ， 特 别 是 公式 dlez)/dz =e ， 它 可 以 
立即 从 等 式 (3) 的 逐 项 求 导 而 获得 ， 这 点 读者 们 可 以 自行 验证 。 
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至 此 ， 我 们 已 经 将 指数 函数 的 范围 推广 到 复数 范围 ， 而 且 它 所 有 的 
性 质 都 与 实数 范围 内 的 性 质 相 似 。 不 过 ， 这 样 又 有 什么 优势 昵 ? 我 们 获 
得 了 什么 新 的 信息 昵 ? 事实 上， 如 果 我 们 只 是 从 形式 上 将 变量 x 替换 为 
2 ， 这 样 的 过 程 确实 很 缺乏 说 服 力 。 不 过 ， 函 数 推广 到 复数 范围 的 过 程 
中 也 保留 了 它 本 身 的 实数 性 质 。 在 前 面 我 们 就 已 经 见 过 这 其 中 的 一 点 : 
关于 复 函 数 是 从 z 平面 到 w 胖 面 的 怠 射 的 解释 。 

要 了 解 了 甸 数 w=e 所 引起 的 是 何 种 映射 关系 ， 我 们 得 暂时 离开 我 们 
的 主题 ， 谈 谈 复数 的 极 坐 标 表示 方法 。 在 第 11 章 中 ， 我 们 学 习 到 ， 平 面 
上 的 一 个 点 已 既 可 以 用 直角 侯 标 (zx 妨 所 示 ， 也 可 以 用 极 坐 标 (>, 四 来 表 
示 。 从 图 14-4 中 的 直角 三 角形 OPR 中 我 们 可 以 得 出 这 两 种 坐标 系 之 间 的 
关系 , 即 Y=rcosg，?)y=rsing 。 因 此 , 我 们 可 以 将 任何 复数 z=x+iy 写 
成 z>=rcosg+irsing ， 或 者 将 其 中 的 > 提取 出 来 : 


z=x+ 孙 =r(cosg+ising) (6) 
我 们 甚至 可 以 用 简写 符号 cisg 来 替换 表达 式 中 的 cosg+ising ， 从 

而 将 等 式 (9) 简 化 为 如 下 表达 式 ; 
Z=X+ 孙 =7rcisO 《7) 


这 两 种 复数 表达 形式 x+ 逊 和 rcisb 分 别 是 z 在 直角 坐标 系 和 极 坐 
标 系 中 的 表示 方法 〈 这 里 的 角 延续 了 解析 中 的 传统 定义 ， 它 所 表示 的 
是 弧度 ， 参 见 第 11 章 )。 人 例如， 复数 z=1+i 的 极 坐 标 表 示 形 式 就 是 
V2cisr/4， 这 是 因为 点 P(,D 到 原点 的 距离 为 7>= VE2 +1) = V2 ， 线 段 
OP 与 x 轴 正 半 轴 所 形成 的 夹 角 9 = 43 =z/4 。 

极 坐 标 表 示 方 法 在 两 个 复数 相 乘 或 相 除 的 时 候 具 有 特别 的 优势 。 假 
设 有 2 =1icisg , z = 六 cisp ,那么 3z =(icisb(p cis 们 =Mp(cosg+ising) 
(cosB +isinp)= HP[(cosgcosO 一 singsingp)+ifcosOsinop+singcosoD)] 。 
如 果 我 们 利用 正弦 函数 和 余弦 函数 的 加 法 公式 〈 参 见 第 12 章 )， 小 括号 中 
的 表达 式 就 可 以 分 别 写 成 cos(O+O) 以 及 sin(O+p) ， 从 而 得 到 zz = 
?2 cis(9+92) 。 这 也 就 意味 着 ， 如 果 我 们 要 将 两 个 复数 相生 ， 只 要 将 它们 
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的 距离 先 相 乘 ， 然 后 将 它们 的 角 相 加 即 可 。 换 言 之 就 是 ， 工 离 扩 展 ， 角 
度 旋转 。 这 种 几何 解释 使 得 复数 在 很 多 应 用 一 -从 力学 振动 到 电流 
中 非常 有 效 ， 不 过 ， 不 管 怎样 都 会 涉及 旋转 。 








图 14-4 复数 的 极 坐 标 表 示 


回 到 等 式 (2)， 我 们 可 以 看 出 等 式 的 右边 恰好 就 是 一 个 极 坐 标 表 示 形 
式 ， 其 中 优 充当 的 就 是 的 角色 ， 而 对 应 着 0 。 相 应 地 ， 如 果 我 们 将 
变量 w= ez 用 极 坐 标 表 示 成 Recos 互 +isinG) ， 那 么 R=er， 甸 =)》。 现 
在 想象 一 下 , 如 果 z 平面 中 的 点 书 治 着 一 条 水 平 的 直线 y=c 〈c 为 常数 ) 
运动 ， 那 么 它 在 火 平 面 中 的 象 点 Q 就 沿 着 一 条 @@ = ce 的 射线 运动 〈 如 图 
14-5 所 示 )。 有 具 体 而 言 ， 直 线 了 =0 〈 即 x 轴 ) 将 会 映射 到 射线 @ =0 (z 
轴 正 半 轴 )， 直 线 y= /2 瞻 射 到 到 =r/2 〈(v 轴 正 半 轴 )， 直 线 >= 隐 
射 到 纪 = (2 轴 负 半 轴 )?。 奇 妙 的 是 ， 直 线 7 = 2r 又 一 次 映射 到 zx 轴 正 
半 轴 。 这 是 因为 等 式 (2) 中 的 函数 sin y 和 cosy 都 是 周期 性 的 ， 它 们 的 值 
每 2x 弧度 〈360。) 重复 一 次 。 这 也 就 意味 着 函数 e 本 身 是 周期 性 的 ， 
实际 上 ， 它 共有 一 个 虚 周 期 2ri 。 只 要 知道 实 函 数 sinx 和 cosx 在 一 个 周 
期 肉 ， 比 如 说 在 从 x= -rr 到 x= 关 范围 内 的 性 质 ， 就 足以 判断 它 在 所 有 实 
数 范围 内 的 性 质 ， 同 样 ， 只 要 知道 复 落 数 人 在 一 个 水 平 狭 长 区 域内 ， 比 
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如 从 7 =-r 到 ”= 天 范围 内 (更 确切 地 讲 是 -rz<y 近 r) 的 性 质 就 足够 了 ， 
而 这 一 区 域 又 被 称 为 复 函数 e- 的 基本 域 。 








2 平面 


图 14-$ 复 函 数 w=ez 的 上 映 射 关 系 


关于 水 平 线 的 内 容 已 经 描述 得 够 多 了 ， 到 此 为 止 吧 。 当 点 己 沿 着 一 
条 垂直 线 x= 大 《天 为 常数 ) 运动 时 ， 它 的 象 点 @ 则 沿 着 曲线 尽 = 时 〔 
也 为 常数 ) 运动 ， 这 是 一 个 圆心 位 于 原点 、 半 径 尺 = 验 的 圆 〈 如 图 14-5 
所 示 )。 对 于 不 同 的 垂直 线 〈 不 同 的 大 值 )， 我 们 得 到 不 同 的 圆 ， 这 些 加 
都 是 圆心 在 原点 的 同心 圆 。 然 而 ， 需 要 注意 的 是 ， 如 果 这 些 垂直 线 都 是 
等 距 划分 的 ， 那 么 它们 所 映射 出 的 圆 则 是 呈 指 数 增加 的 ， 即 这 些 圆 的 半 
径 以 几何 级 数 增长 。 我 们 从 中 发 现 ， 本 数 人 与 等 差 数 列 和 几何 级 数 之 间 
的 著名 关系 如 出 一 纤 ， 而 正 是 等 差 数列 和 几何 级 数 之 间 的 奇妙 关系 引导 
着 17 世 纪 初 的 纳 皮 尔 发 明了 对 数 。 

实 函数 7 = er 的 反 函 数 是 自然 对 数 函数 y=Inx 。 同 样 , 复 函数 w= 
的 反 函 数 是 自然 对 数 复 函 数 w=z 。 不 过 ， 有 一 个 重要 的 区 别 ， 孙 数 
y=e 寻 有 一 个 性 质 ， 即 两 个 不 同 的 x 值 总 是 对 应 两 个 不 同 的 值 ， 这 可 
从 人 的 图 形 《〈 如 图 10-1 所 示 ) 中 看 出 ， 即 它 沿 着 整个 x 轴 自 左 向 右 增 长 。 
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具有 这 样 一 种 性 质 的 函数 常 被 称 为 “一 对 一 函数 ”， 写 成 1:1。 不 属于 一 
对 一 函数 的 一 个 例子 就 是 抛物 线 函 数 y= 六 ， 举 个 反例 ， 它 满足 
(-37 = 3 =9 。 严 格 地 来 说 ， 只 有 一 对 一 函数 才 有 反 琐 数 ， 因 为 只 有 这 
样 才 会 使 每 个 7 值 都 唯一 对 应 着 一 个 zx 值 。 所 以 函数 = 刀 并 没有 反 函 
数 (不 过 ,我 们 可 以 将 条 件 限 定 在 x0 这 一 范围 内 作为 修正 7)。 同 样 地 ， 
三 角 六 数 7=sinx 和 ])= cosx 都 没有 反 函 数 。 原 因 是 这 些 函数 都 是 周期 
性 的 ， 即 无 穷 多 个 x 值 都 可 以 产生 同一 个 值 ， 这 一 情况 可 以 通过 限定 
一 个 合适 的 范围 来 修正 。 

在 前 面 ， 我 们 已 经 了 解 到 复 函 数 们 也 是 周期 性 的 。 因 此 ， 如 果 我 们 
拘泥 于 实 函数 的 那些 规则 ， 它 就 不 存在 反 函 数 。 然 而 ， 由 于 很 多 常见 的 
实 函数 在 扩展 到 复数 范围 时 都 变 成 了 周期 函数 ， 所 以 有 必要 将 1:1 的 限制 
条 件 放宽 一 下 ， 使 复 函 数 即 使 在 不 满足 1:1 的 条 件 下 也 存在 反 函 数 。 这 就 
意味 着 该 反 函 数 使 得 每 一 个 独立 变量 的 值 对 应 于 多 个 函数 值 。 复 对 数 函 
数 就 是 这 种 多 值 函 数 的 例子 。 

我 们 的 目的 是 将 函数 w=nz 表示 为 复数 形式 x+ivy 。 让 我 们 从 
风 = 6 开 始 ， 将 表示 为 极 坐 标的 形式 ， 如 员 cis 中 。 利 用 等 式 2)， 可 得 
Rcis 中 =e cisy 。 现 在 ， 两 个 复数 相等 的 条 件 是 ， 它 们 到 原点 的 距离 相 
等 ， 并 且 它 们 相对 于 实 轴 的 方向 相等 。 第 一 条 件 就 是 丸 =e* 。 但 第 二 个 
条 件 所 对 应 的 就 不 仅仅 是 四 = 了 这 一 种 情形 了 , 而 是 盏 =y+2kr ,其 中 大 
是 任意 整数 ， 包 括 正 数 和 负数 。 这 是 因为 从 原点 发 出 的 给 定 射线 对 应 着 
无 数 个 角度 ， 它 们 相互 之 间 都 相差 整数 个 旋转 周期 〈 也 就 是 2x 的 整数 
倍 )。 因 此 我 们 得 到 尺 = ex ， 中 =y+2jx 。 求 解 这 些 方程 ， 得 到 x 和 ? 关 
于 R 和 9 的 表达 式 x=InR，7y7= 四 +2ir 〈 实 际 上 是 四 -2Ur ， 不 过 这 其 
中 的 符号 无 关 紧 要 ， 因 为 下 可 以 是 任意 整数 )。 因 此 ， 我 们 得 到 
2z=X+ 记 =InR+i@e+2Ur) 。 将 这 其 中 的 不 常用 字母 换 成 常用 的 表示 形 
式 ， 我 们 最 终 得 到 

W=inpz=Inr+i+21r) ， 天 = 0, 士 1], 土 2…. (8) 
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等 式 (8) 定 义 了 任意 一 个 复数 z=yrcisg 的 复 对 数 函 数 。 我 们 知道 , 这 
一 对 数 函 数 是 一 个 多 值 函 数 ， 一 个 给 定 的 数 z 对 应 着 无 穷 多 个 对 数值 ， 
它们 彼此 之 间 的 差 值 是 整数 倍 的 2xi 。 例 如 ， 让 我 们 来 求 z=I+i 的 对 数 。 
这 个 数 的 极 坐 标 表示 式 为 V2 cisxz/14， 因 此 就 有 "= V2 ，89=r/14。 从 等 
式 (89) 中 我 们 有 jz=Inv2+i(r14+21r) 。 当 天 = 0,12… 时， 我 们 得 到 值 
ln V2 +ifr/14) > 0.346 6+0.785 4i ，ImvV2 +if9r140 = 0.346 6+7.068 6i ， 
in vV2 +il7r14) = 0.346 6+13.351 8i ， 等 等 。 当 天 取 负 数 时 ， 我 们 还 可 以 
得 到 更 多 。 

那么 , 实数 的 对 数值 是 什么 呢 ? 由 于 实数 x 还 可 以 表示 成 复数 x+0Qi 
的 形式 ,我 们 希望 x+0i 的 自然 对 数值 与 x 的 自然 对 数值 完全 相等 。 这 基 
本 上 是 正确 的 。 事 实 上 ， 复 对 数 作为 一 个 多 值 函 数 ， 将 会 引入 许多 实数 
的 自然 对 数 之 外 的 值 。 以 xz= I 为 例 ， 我 们 都 知道 m=0 (因为 e" =1)。 
但 当 我 们 将 实数 1 看 成 是 复数 z=1+0i=lcis0 时 ， 我 们 从 等 式 (8) 中 得 到 
lnz=inl+if0+2Hpr)=0+i(2kr)=2pri ， 其 中 上 =0,+l42,… 。 因 此 复数 
1+0i 有 无 穷 多 个 对 数值 -一 -0,+2xri,+4zxi ， 等 等 ， 其 中 除了 0 外 的 值 都 是 
纯 虚 数 。 值 0， 或 者 更 准确 地 说 ， 等 式 (8) 中 令 天 = 0 时 的 表达 式 Inr+ig 的 
值 ， 被 称 为 对 数 函 数 的 主 值 ， 用 Lnz 表示 。 

让 我 们 同 到 18 世 纪 去 看 看 这 些 思 想 是 如 何 产生 的 。 我 们 还 记得 ， 求 
双 有 曲线 y=J1/x 下 投影 面积 的 问题 是 17 世 纪 一 个 著名 的 数学 问题 。 最 终 关 
于 面积 涉及 对 数 的 发 现 ， 使 得 人 们 所 关注 的 焦点 从 对 数 作为 计算 装置 的 
原始 角色 转换 到 对 数 函 数 的 属性 上 。 欧 拉 给 出 了 现代 对 数 的 定义 ,如果 
y= 姑 ， 其 中 0 是 任意 不 等 于 1 的 整数 ， 那 么 就 有 x = log, 7 〈 读 作 “ 以 六 
为 底 的 对 数 少 。 于 是 ， 只 要 变量 xx 是 实数 ，?y = 及 就 总 是 正 数 。 因 此 在 
实数 域内 ， 负 数 的 对 数 是 不 存在 的 ， 这 是 因为 负数 的 平方 根 不 存在 于 实 
数 域 中 。 但 到 了 18 世 纪 ， 复 数 已 经 被 很 好 地 融入 到 数学 中 ， 因 此 自然 而 
然 地 产生 了 一 个 问题 : 负数 的 对 数 是 什么 ? 具体 而 言 ，In(-U 是 什么 ? 
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这 个 问题 引起 了 一 场 非常 激烈 的 辩论 。 法 国 数学 家 达 朗 贝尔 
(Jean-le-Rond D'Alembert 1717 一 1783， 他 与 欧 拉 同一 年 逝世 ) 认为 
In(-zo=Inx， 所 以 有 ln(-D0=Inl1=0。 他 的 理由 是 ， 醋 然 (-o(-z= 知 ， 
同 理 也 应 该 有 In[(-x9(-z 切 = 由 妆 。 根 据 对 数 法 则 ， 式 子 的 左边 等 于 
2ln(- 习 ， 而 右边 则 等 于 2Inx ， 所 以 在 等 式 两 边 消 去 2 以 后 得 到 
in(- 妇 =lax。 然 而 , 这 是 一 个 伪证 ， 因 为 当 把 常规 代数 (也 就 是 实数 域 ) 
的 法 则 运用 到 复数 范围 中 时 ， 这 些 规则 未 必 适 用 。( 这 让 人 想起 了 :=1 
而 不 是 -1 的 伪证 : 记 = (V-Dx(V-D =VCDxCDl=VL=1。 问 题 出 在 
第 二 步 , 因为 法 则 VaxVb = Va 只 有 当 根 号 下 的 数字 都 为 非 负 数 时 才 成 
立 。) 1747 年 ， 欧 拉 写 信 给 达 朗 贝尔 说 ， 负 数 的 对 数 一 定 是 复数 ， 而 且 它 
对 应 着 无 穷 多 个 不 同 的 值 。 确 实 ， 如 果 * 是 负数 ， 那 么 它 的 极 坐 标 表 示 
就 是 jx|cis ， 所 以 从 公式 (8) 中 我 们 就 得 到 Inx = mlx|+i(r+2kr) ， 其 中 
大 = 0,+l,+2,… 。 有 具体 而 言 ， 当 x= -1 时 ， 我 们 有 ilxFinl=0， 因 此 
In(-D =ir+2kr=i2+Dr=… 一 3ri 一 mmi,3ri … 。 ln(-D 的 主 值 
〈 即 上 =0 时 的 信也 就 是 三, 这 一 结果 可 直接 从 欧 拉 公式 ex = -1 中 得 到 。 
虚数 的 对 数值 也 可 以 通过 类 似 的 方法 得 到 。 例 如 ， 既 然 z=i 的 极 坐 标 表 
示 形 式 是 1xcisr/2 ， 那 么 就 有 Ini=lnl+i(z/2+2Hr)=0+(25+1/2)Ti 
=…,-3ri/2,ri/12,Sri12,……。 

毋庸 置疑 ， 在 欧 拉 的 时 代 里 ， 这 样 的 一 种 结果 被 认为 是 奇 珍 异 宝 。 


尽管 随后 复数 被 完全 纳入 代数 领域 中 ， 它 们 在 超越 函数 方面 的 应 用 还 是 ， 


非常 新 颖 的 。 欧 拉 打 破 了 这 种 宁静 ， 向 人 们 展示 复数 可 作为 超越 函数 的 

“输入 ”， 而 相应 的 “输出 ”也 是 复数 。 他 的 新 方法 得 到 了 一 些 意 想不到 

.的 结果 ， 他 得 到 了 “虚数 的 虚数 方 可 能 为 实数 ”的 结论 。 举 个 例子 ， 表 

达 式 i 对 我 们 而 言 究 竟 有 什么 含义 昵 ? 首先 ， 任 何 底数 的 乘 方 总 能 写成 
以 e 为 底 的 乘 方形 式 ， 相 应 的 恒等式 是 

奋 ? 一 ezm2 (9) 

《要 验证 这 一 恒等式 ， 可 在 等 式 两 边 分 别 去 掉 自 然 对 数 ， 并 利用 
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Ine=1)。 将 等 式 〈9) 运用 到 表达 式 主 中 ， 可 以 得 到 
让 一 eini 一 eixi(r/2+24r) 一 er(z124+2j) ， 天 一 0, 士 1 十 2…， (107 
因此 我 们 得 到 了 无 穷 多 个 值 , 这 些 值 都 是 实数 , 开始 的 几 个 分 别 为 (从 
大 = 0 开始 向 后 计算 ) e ?= 0.208 ，e93"2 =111.318 ，e7 = $9 609.742 ， 
等 等 。 在 形式 上 ， 欧 拉 实现 了 以 虚 化 实 ! 加 
在 欧 拉 开创 性 的 工作 之 后 ， 还 有 其 他 一 些 人 随后 投入 到 复 函 数 的 研 
究 领 域 中 。 我 们 在 第 13 章 中 已 经 详细 了 解 到 欧 拉 方程 er = cosx+isinx 是 
如 何 引 入 三 角 函 数 的 新 定义 的 : cosx=(er+e”*)/2 ， 以 及 
sinx= (ex 一 e“)/12i 。 不 过 ,何不 将 这 些 定义 中 的 实数 变量 zx 蔡 换 为 复数 
变量 z 呢 ? 这 样 ， 我 们 就 可 以 从 形式 上 得 到 复 变 量 三 角 未 数 的 表达 式 ; 
-+ ，sinz=<& 一 e (11) 
21 
当然 ， 为 了 能 够 计算 任意 复数 z 的 cosz 和 sinz 的 舍 ， 我 们 需要 找 出 
这 些 函 数 的 虚 部 和 实 部 。 从 等 式 (2) 中 可 以 得 到 ex 和 e 以 实 部 和 虚 部 之 
和 表示 的 形式 : ez = eic = em =e7?(cosx+isinz ， 以 及 类 似 的 e 了 = 
er(cosx-isinx) 。 将 这 两 个 表达 式 代 入 到 式 (11) 中 ， 通 过 一 些 细微 的 代 
数 运算 ， 我 们 就 得 到 公式 


cosz 一 CosXcoshy 一 isSinxsinh y 


COSZ 一 





(12) 
sinz=Sinxcoshy+icosxsinhy 


其 中 cosh 和 sinh 分 别 表 示 双 曲 函 数 〈 参 见 第 12 章 )。 我 们 可 以 看 出 ， 
这 些 公 式 有 具备 与 原来 实数 变量 三 角 函 数 类 似 的 一 些 性 质 。 举 个 例子 ， 将 
实数 变量 x 和 蔡 换 为 复数 变量 z=xz+i 后 ， 公 式 sin?x+cos*x=i， 
dsinx)/dxz= cosx ，dcosxz/dx=-sinx ， 以 及 其 他 三 角 函 数 求 和 公 导 
依然 适用 。 

从 等 式 (12) 中 可 以 得 到 一 个 非常 有 趣 的 特例 : 令 z 为 一 个 纯 虚 数 ,， 即 
x=0，z= 落 ， 则 等 式 (12) 就 变 成 了 

cos() = cosh)， sin(b)=isinhy (13) 
这 些 著 名 的 公式 表明 ， 在 复数 范围 内 ， 我 们 可 以 在 三 角 函 数 以 及 双 
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曲 函 数 中 自由 转换 , 而 在 实数 范围 内 我 们 只 能 注意 到 它们 之 间 形 式 上 的 类 
似 性 。 推 广 到 复数 域 之 后 ， 这 两 种 经 典 函 数 之 间 的 隔 头 消 失 得 一 干 二 净 。 

将 函数 推广 到 复数 领域 不 仅仅 保留 了 它 在 实数 域 的 所 有 性 质 ， 实 际 
上 还 给 函数 带 来 了 一 些 新 的 性 质 。 在 本 章 的 开头 ， 我 们 曾 将 一 个 复 变 函 
数 w= Fo 解释 为 从 z 平面 到 w 平面 的 映射 。 函 数理 论 中 最 为 优雅 的 一 
个 理论 认为 ， 如 果 函 数 F(z) 在 每 个 点 都 是 解析 的 《存在 导数 )， 那 么 它 
的 了 映 射 是 保 形 的 ， 即 角度 保持 不 变 。 这 就 意味 着 ， 如 果 两 条 在 z 平面 的 
曲线 相交 所 成 的 夹 角 为 g ， 那 么 它们 在 亦 平面 的 象 曲 线 之 间 的 夹 角 也 为 
2 。( 这 一 夹 戎 被 定义 为 两 条 曲线 在 相交 点 处 所 对 应 的 切线 之 间 的 夹 角 ， 
如 图 14-6 所 示 。) 举 个 例子 ， 前 面 我 们 曾 提 到 了 函数 w= 2 的 映射 函数 为 
抛物 线 姑 -只 =c 与 双 曲 函数 2z, = 大 ， 分 别 关 于 直线 zx=c 以 及 v= 大 。 
这 两 个 曲线 家 族 都 是 正 交 的 ， 这 人 一族 中 的 每 一 条 双 曲 线 与 另外 一 个 曲线 
族 中 的 每 一 条 双 曲 线 的 夹 角 都 是 直角 。 这 种 正 交 性 也 保留 到 了 映射 图 形 中 ， 
因为 象 曲线 x = c 与 = 大 显然 是 相互 垂直 的 〈 如 图 14-3 所 示 )。 第 二 个 例 
子 是 关于 函数 w=e 的 ,直线 了 =e 以 及 x = 天 分 别 对 应 射线 廿 =c 以 及 圆 
刃 =e 〈 如 图 14-5 所 示 )。 我 们 再 次 看 到 它们 之 间 所 成 的 夹 角 ， 即 直角 ， 
始终 不 变 。 在 这 一 例子 中 ， 这 种 保 形 性 表达 了 一 个 非常 著名 的 定理 ， 即 
圆周 任 一 点 的 切线 都 与 该 点 所 对 应 的 半径 垂直 。 





图 14-6 ”解析 函数 的 保 形 性 质 ， 两 条 曲线 的 交角 ， 在 映射 图 形 中 保持 不 变 
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大 家 应 该 知道 ， 柯 西 - 黎 曼 方程 〈 方 程 (1)) 在 复 变 函数 理论 中 具有 
核心 作用 。 它 不 仅 提供 了 函数 w = jz) 解析 的 条 件 ， 也 给 出 了 复 变 函数 
论 中 最 重要 的 一 个 结果 。 如 果 我 们 对 等 式 (1) 的 第 一 个 方程 求 x 的 偏 微分 ， 
对 第 二 个 方程 求 y 的 偏 微分 , 我 们 就 得 到 了 用 莱 布 尼 茨 记录 (用 8 代替 d， 
参见 第 9 章 ) 的 二 次 导数 表达 式 

空 -2 人 本 -2 呈 0 

其 中 的 9 可 能 会 带 来 一 些 混淆 ， 这 里 稍微 解释 一 下 :， 862?z/16xr? 是 
zc ] 力 对 x 的 二 次 求 导 , 而 6/axr(Bvy/101) 是 vc 妇 对 了 和 xx 的 二 次 “混合 ” 
求 导 《 按 顺 序 )。 换 言 之 ， 我 们 对 这 一 玫 达 式 是 由 内 而 外 运算 的 ， 就 像 运 
算 中 括号 、 小 括号 [(…… 当 那样 。 对 其 他 两 个 表达 式 的 说 明 与 此 类 似 。 这 
些 相似 性 让 我 们 多 少 有 些 迷 惑 ， 不 过 好 在 我 们 不 用 为 以 何 种 顺序 进行 微 
分 而 有 太 多 担心 : 如 果 函 数 上 和，* 是 “足够 守 规 和 矩 的 ”意思 就 是 它们 以 
及 它们 的 导数 都 是 连续 的 )， 那 么 微分 的 顺序 就 无 关 紧 要 了 。 也 就 是 说 ， 
0/pDy(0/16c =6/6xr(9/07) ， 这 是 某 种 意义 上 的 交换 法 则 。 人 例如， 如果 
2 =3 六 大， 那么 6/1Bk=3(02 菩 也 =602，81Bp(ay1Be = 6x(372)=18xz ， 
Bu/by =3zG372)=9xz272 ，B/By(Bu1an0=902 加 关 =18o2 ， 因 此 8/By 
(9/8o=6/6x(6/10) 。 这 一 结论 高 等 微 积 分 教材 中 有 证 明 过 程 ， 通 过 它 
我 们 可 以 看 出 式 (14) 中 的 两 个 等 式 的 右边 值 恰好 相反 ,所 以 它们 的 和 为 0， 
因此 ， 可 以 得 到 : 

92x+ouw -0 (15) 
Br 6 

对 y(z2 妇 也 能 得 到 类 似 的 结果 。 再 次 以 函数 w= ee 为 例 。 从 等 式 (2) 
得 到 w=ercosy ， 所 以 Br/6x=ercosy ， Du/6r =ercosy ， 
Du/6y =-ersiny， 以 及 6?1D = -ercosy， 继 而 62x716r2+p6z162 =0。 

等 式 (13) 又 称 为 二 维 的 拉 普 拉 斯 方程 ， 它 是 以 法 国 伟大 的 数学 家 皮尔 
斯 。 西 蒙 " 马 奈 斯 。 拉 普 拉 斯 〈(Pierre Simon Marquis de Laplace，1749 一 


第 14 章 e“， 化 砷 数 为 实数 :203 


1827) 的 名 字 命 名 的 。 它 的 三 维 形式 9zy/ar +6a181 +6a18z =0 (其 
中 2 是 三 维 坐 标 x ，> ，z 的 函数 )， 是 数学 物理 中 最 为 重要 的 方程 之 一 。 
一 般 地 讲 ， 任 何 处 于 平衡 状态 〈 比 如 静态 电场 、 稳 态 运 动 的 流体 。 一 个 
热平衡 体 的 扰动 等 ) 的 物理 量 都 可 以 表示 为 三 维 拉 普 拉 斯 方程 。 当 然 ， 
也 有 可 能 所 考察 的 对 象 只 用 两 个 空间 坐标 (如 x* 和 >》 ) 就 可 以 表示 ， 那 
么 它 就 可 以 用 式 〈15) 描述 。 例 如 ， 我 们 可 以 考虑 处 于 稳 态 运动 的 流体 ， 
它 的 运动 速度 xz 总 是 平行 于 阔 平面 ， 而 与 z 轴 无 关 。 这 种 运动 其 实 就 是 
二 维 的 。 事 实 上 ， 如 果 解 析 函 数 w= jz =z(xz, 刀 +iy(0x 妇 的 实 部 和 虐 部 
都 满足 等 式 (13)， 那 么 我 们 可 以 用 复 函数 ./(z) 来 重新 表达 速度 xy ， 这 也 
就 是 所 谓 的 “复位 势 ” 这 样 做 的 好 处 是 ,我 们 可 以 只 是 关注 一 个 变量 z， 
而 不 用 管 * 和 >? 。 而 且 ， 复 函数 的 这 一 性 质 有 助 于 数学 处 理 。 比 如 ， 我 
们 可 以 通过 一 种 合适 的 保 形 变换 将 水 流 所 在 的 平面 区 域 映 射 到 另 一 个 
简单 的 平面 区 域 中 ， 并 在 这 种 情形 下 求解 ， 然 后 再 将 结果 逆 映 射 到 原 
来 的 z 平 面 区 域 。 这 种 方法 常用 在 位 势 论 中 。 癌 

复 变 函 数 的 这 一 理论 是 19 世 纪 数 学 最 伟大 的 3 个 成 就 之 一 (另外 两 个 
”分 别 为 抽象 代数 学 和 非 欧 几 里 得 几何 学 )。 这 也 意味 着 它 将 微 积分 学 扩展 
到 了 一 个 牛顿 与 菜 布 尼 茨 都 难以 想象 的 新 领域 。 在 1750 年 左右 ， 欧 拉 是 
开拓 者 ， 而 柯 西 、 歼 曼 、 魏 尔 施 特 拉 斯 ， 以 及 其 他 许多 19 世 纪 伟 大 的 数 
学 家 们 让 我 们 得 以 享受 这 种 果实 。( 顺 便 提 一 下 , 相 比 于 模糊 不 清 的 流 数 
或 差分 ， 柯 西 是 第 一 个 所 弃 流 数 和 差分 的 模糊 概念 ， 给 出 极限 概念 准确 
定义 的 人 。) 如 果 牛 顿 和 莱 布 尼 茨 可 以 活着 看 到 他 们 的 思想 萌芽 成 熟 ， 会 
有 怎样 的 反应 有 氟 ? 最 有 可 能 的 台 是 ， 殴 晨 或 者 惊 但 。 
注解 与 来 源 

[1 Quoted in Robert Edouard Meritz，OP Ahatperzaatics Gd Matpezzaatficiaxls 
Cerporapilia Matperaatica (1914; mpt. New York: Dover, 1942), D.282。 


[2] 要 了 解 负数 和 复数 的 历史 ， 请 参考 Morris Kline 的 Matjpexmratics: THe ZLoss 
orCertaipby (New York: Oxford University Press, 1980), pp. 114-121 和 David Engene 


204 je 的 故事 :一 个 常数 的 传奇 


Smith， 本 istory or Matperaatics，2 vols. (1923; rpt，New York: Dover，1938)， 
2:2S7-200。 

[3] 实际 上 高 斯 给 出 了 4 种 不 同 的 证 明 ， 最 后 一 种 是 在 1850 年 得 出 的 。 其 中 
第 二 种 证 明 可 参阅 David Engene Smith 的 4 Soazrece Book 加 Matpemraatics (1929; rpt. 
New York: Dover, 1959). pp. 292-360 。 

[4] 即使 多 项 式 的 系数 为 复数 ， 这 一 定理 也 是 成 立 的 。 例 如 ， 多 项 式 
妇 _20+Dxz HL+4)x-2i 有 3 个 根 ， 分 别 为 1、1 和 2i。 

[$] 不 满足 该 条 件 的 一 个 例子 就 是 绝对 值 函数 局 x| , 它 的 图 形 在 原点 处 形 
成 了 一 个 4$"” 角 。 如 果 要 寻找 它 在 点 x=0 的 导数 ， 我 们 会 得 到 两 个 不 同 的 结果 1 
和 -1, 这 两 种 结果 取决 于 我 们 是 从 右 侧 还 是 从 左 侧 实现 x 一 0 。 这 个 函数 在 x=0 
具有 一 个 “ 右 导 数 ” 和 一 个 “ 诺 导 数 ”， 但 却 不 是 一 个 单一 的 导数 。 

[6] 参考 任何 一 本 关于 复 变 函 数 的 图 书 。 

[7] 这 一 点 可 以 通过 这 种 方式 加 以 验证 : 从 ex 惨 开始 ， 将 每 个 因子 用 等 
式 C) 中 的 右边 部 分 代入 ， 然 后 运用 正弦 函数 和 余 攻 函 数 的 相 加 法 则 。 

[8] 更 多 关于 负数 和 虚数 的 对 数 的 讨论 可 以 查阅 Fiorian Cajori 的 4 Ersrory of 
Adatpemaatics (1894), 2d ed. (New York: Macmillan, 1919), pp. 235-237。 

[9] 然而 , 这 只 能 在 二 维 中 完成 。 在 三 维 的 情形 下 需要 运用 一 些 其 他 的 方法 ， 
比如 向 量 微 积 分 ， 有 具体 可 参阅 Erwin Kreyszig 的 4qyamrced Exzgipeering Matpemaatics 
(New York: John Wiley, 1979), pp. 551-5$8 和 第 18 章 。 
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一 个 非 同 寻 利 的 发 现 


数 就 是 只 能 被 它 自身 和 1 整除 的 比 1 大 的 整数 。 最 小 的 10 个 质数 
分 别 为 2，3，5，7，11，13，17，19，23 和 29。 大 于 1 且 不 是 


人 


2 


质数 的 正 数 被 称 为 合 数 〈 通 常 认 为 数字 1 既 不 是 质数 也 不 是 合 数 。) 质数 


在 数论 以 及 其 他 所 有 数学 领域 中 的 重要 性 归 因 于 , 任何 大 于 1 的 整数 都 只 ， 


能 以 唯一 一 种 形式 进行 分 解 《 也 就 是 写成 乘积 的 形式 )。 例 如 ， 合 数 12 
就 可 以 分 解 为 2 和 6 (12=2x6); 而 6-2x3， 因 此 我 们 得 到 12=2x2x3。 我 们 
还 可 用 另外 一 种 形式 获得 ， 即 12=3x4， 而 4=2x2， 所 以 12=3x3x2， 结 果 
同 前 〈 只 是 因子 的 次 序 发 生 了 变化 )。 这 一 重要 的 结论 也 就 是 算术 的 基本 
定理 。 





在 我 们 已 知 的 关于 质数 的 少数 几 件 事 中 ， 其 中 一 点 就 是 ， 有 无 伏 多 ， 


有 


何 原本 》 一 书 的 第 九 卷 中 已 得 到 证 明 。 最 小 的 质数 是 2， 这 也 是 唯一 一 个 ， 
偶 质 数 。 而 最 大 的 质数 则 是 2296221:-1， 它 共有 895 932 位 数 ， 是 由 Gordon ， 


Spence 在 1997 年 12 月 在 家 利用 一 个 从 网 上 下 载 的 程序 通过 电脑 所 计算 得 
到 的 。 如 果 将 所 有 这 些 数字 都 打印 出 来 ， 那 将 可 印 成 一 本 450 页 的 书 。 口 
以 前 发 现 一 个 新 质数 的 时 候 ， 人 们 总 是 会 用 一 瓶 香 槟 或 者 一 个 邮 规 来 庆 
祝 〈 图 14-7)， 不 过 现在 它 被 计算 机 厂商 以 及 软件 公司 拿 来 宣传 以 增长 公 
司 的 利润 。 质 数 这 一 纯 数 学 中 曾经 的 最 高 领域 ， 最 近 被 发 现 与 国家 安全 
有 着 一 定 的 关系 。 如 果 用 户 们 不 知道 这 些 质 数 到 底 是 什么 ， 那 么 就 可 以 
利用 两 个 非常 大 的 质数 获得 一 个 非常 复杂 的 乘积 结果 ， 这 也 是 公 铀 加 密 
算法 的 基础 。 





大 多 数 关于 质数 的 问题 至 今 也 未 得 到 解决 ， 因 此 它们 始终 保持 着 神 ， 
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， 秘 。 比 如 ， 质 数 有 成 对 出 现 的 趋向 〔P, Pt2)， 如 : 3 和 5，5 和 7，11 和 13， 
17 和 19，101 和 103。 人 们 后 来 还 在 一 些 较 大 的 质数 中 发 现 了 这 种 成 对 的 
现象 ; 29 879 和 29 881，140 737 488 353 699 和 29 881 140 737 488 353 701 。 
到 1990 年 为 止 所 知道 的 最 大 的 一 对 为 1 706 595x22 254+1， 它 们 均 为 3 389 
”位 数 。 叫 到 目前 为 止 还 不 知道 是 否 存在 无 穷 多 个 这 种 “质数 对 ”， 大 部 分 
， 数 学 家 都 认为 答案 是 “是 ”不 过 至 今 还 没 人 能 够 证 明 这 种 猜想 的 正确 性 。 


IS PRINE 





图 14-7 ”表示 发 现 新 质数 的 邮 惟 


另 一 个 悬而未决 的 质数 问题 就 是 哥 德 巴赫 猜想 ， 它 是 以 德国 数学 家 
克里斯蒂 安 。 哥 德 巴 赫 〈Christian Goldbach，1690 一 1764， 后 来 成 为 了 
俄罗斯 的 外 交大 使 ) 的 名 字 命 名 的 。 在 1742 年 给 欧 拉 的 一 封 信 中 ， 他 提 
出 了 这 样 一 个 猜想 : 每 一 个 大 于 4 的 倡 数 都 可 以 写 出 两 个 质数 的 和 ， 例 如 
4=2+2，6=3+3，8=3+15$，10=5+5=3+7 以 及 12=S$+7。( 这 一 猜想 对 奇数 并 
不 适用 ， 例 如 11 就 不 能 写 出 两 个 质数 的 形式 ， 读 者 们 可 以 自行 验证 。) 所 
说 欧 拉 并 没有 证 明 这 一 狂想， 也 没有 找到 一 个 反例 ， 当 然 其 他 人 也 是 。 
对 于 至 少 10 以 内 的 所 有 偶数 ， 这 一 猜想 都 是 正确 的 ,但 即便 如 此 ， 也 无 
法 证 明 它 对 所 有 的 偶数 而 言 都 是 正确 的 。 这 也 使 它 成 为 数学 上 最 著名 的 
。 未 解难 古 之 一 。 呈 

。 质数 最 引 人 好 奇 的 一 个 方面 就 是 ， 它 们 看 起 来 像 是 随机 分 布 于 整数 
， 当中 ， 它 们 的 分 布 到 现在 依然 无 规 可 循 。 事 实 上 ， 任 何 试图 求 出 质数 的 
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公式 ， 或 预测 它们 的 准确 分 布 的 行为 ， 至 今 为 止 都 是 失败 的 。 然 而 ， 当 
数学 家 们 将 考察 对 象 由 各 个 独立 的 质数 转移 到 它们 的 平均 分 布 上 时 ， 出 
现 了 一 个 重要 的 突破 。1792 年 ，15 岁 的 高 斯 验证 了 由 德国 -瑞士 数学 家 约 
翰 。 海 因 里 希 。 上 朗 伯 特 〈Johann Heinrich Lambert，1728 一 1777)》 编写 的 
质数 表 。 他 想 找到 比 给 定 整 数 x 小 的 质数 的 分 布 规律 ， 更 确切 地 说 ， 小 
于 等 于 * 的 质数 的 个 数 。 现 在 ， 我 们 用 r 来 表示 这 一 数字 ， 愤 然 它 是 x 的 
函数 ， 那 么 我 们 写成 (oj 〈 这 里 的 字母 当然 和 数字 r=3.14… 毫 无 关 
联 )。 举 个 例子 ， 由 于 比 12 小 的 质数 共有 5 个 《它们 分 别 是 2，3，5，7， 
11)， 我 们 就 有 xl2) = 5 。 类 似 地 可 以 得 到 ，m(l3) = 6 ， 因 为 13 本 身 也 是 ， 
个 质数 。 
注意 一 点 ，r(z) 的 值 只 有 在 x 到 达 下 一 个 质数 的 时 候 才 会 发 生 改 
变 ， 因 此 zx(l4) 、z05) 和 (16) 也 都 是 6。 所 以 ，x(z) 的 值 只 会 以 1 跳 变 ， 
但 这 些 跳 变 之 间 的 间隔 是 不 规则 的 。 然 而 仅仅 粗略 地 看 一 眼 那 些 整数 ， 
我 们 也 会 发 现 ， 一 般 而 言 ， 这 些 间隔 在 不 断 地 变 大 。 即 ， 一 般 而 言 ， 随 
着 数 的 增 大 ， 在 某 个 间隔 内 找到 一 个 质数 的 可 能 性 也 越 来 越 小 。 高 斯 自 
问 道 ， 对 于 较 大 的 x 而 言 ， 函 数 r(z) 是 否 近似 于 某 个 已 知 的 函数 。 在 仔 
细 考 察 了 朗 伯 特 的 表格 后 ， 他 做 出 了 一 个 大 胆 的 猜想 ， 对 于 较 大 的 x 而 
言 ，x(O0D~x/mnxy ， 其 中 mx 是 x 的 自然 对 数 〈 以 数字 e 为 底数 )。 这 里 的 
符号 ~ 表示 ，r(z] 与 x/lnzx 的 比值 在 x* 趋 于 无 穷 大 时 趋 于 1， 用 符号 表示 
就 是 lim，_x(o]Mxz/ 了 如 =1。 扑 这 一 著名 的 表述 成 为 了 质数 定理 。 
如 果 我 们 将 质数 定理 写成 r(z)/x~Lnx 的 等 价 形式 ， 那 么 我 们 就 
可 以 将 它 解释 为 质数 的 平均 密度 ( 即 某 一 给 定 整数 为 质数 的 概率 ) 在 x 趋 
于 无 穷 大 时 接近 于 1l/inpx。 下 面 的 表格 就 比较 了 xz 增长 时 (xx 和 17Inx 
的 比值 变化 和 规律 
X T(0) T(X)AX 17 Inx 
10 4 0.4000 0.434 3 
100 25 0.2500 0.217 1 
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“ FT TCD linx 
1 000 168 0.1680 0.1448 
10 000 1 229 0.122 9 0.108 6 
100 000 9 592 0.09$ 9 0.086 9 
1 000 000 78 498 0.078 4 0.072 4 
10 000 000 664 379 0.066 5 0.062 0 
100 000 000 3 761 435 0.037 6 0.034 3 
年 轻 的 高 斯 将 他 的 猜想 涂 画 在 他 的 对 数 表 的 最 后 一 页 上 。 在 那里 我 
们 找到 了 这 样 的 表述 : 
Primzahjlen unter a(= ceoja/la 
上 式 的 意思 是 ， 当 wa 趋 于 无 穷 大 时 , 小 于 等 于 a 的 质数 的 个 数 为 wln a。 
他 并 没有 尝试 证 明 他 的 猜想 , 这 一 证 明 使 他 错失 了 许多 伟大 的 思想 ， 
相 份 关 于 这 一 主题 的 重要 文章 
中 的 思想 ， 而 黎 曼 本 人 是 高 斯 的 学 生 。 最 终 的 胜利 来 自 于 1896 年 ， 当 年 
法 国 和 0 阿 上 《Jacques Salomon Hadamard，1865 一 1963) 与 比利时 的 法 
勤 布 赛 (Charles dela Vallee-Poussin 1866 一 1962) 分 别 独立 完成 了 高 斯 狂 
想 的 证 明 。 
质数 定理 中 的 自然 对 数 表 明了 数字 e 与 质数 之 间 存 在 一 种 间接 的 联 
系 。 这 样 一 种 联系 是 非 同 寻常 的 ， 质 数 属于 整数 的 范畴 ， 是 离散 数学 的 
精髓 ， 而 e 却 属于 分 析 的 范畴 ， 属 于 极限 和 连续 的 领域 . 喇 引用 柯 朗 
(Richard Courant) 和 罗 宾 斯 (HerbertRobbins) 在 《什么 是 数学 》( 克 pat 
Matperaatics?) 一 书 中 的 一 段 : 多 
“质数 的 平均 分 布 规律 可 以 用 对 数 冰 数 来 说 明 , 这 是 一 个 非常 伟大 的 
发 现 , 因为 它 将 两 个 看 起 来 豪 不 相关 的 数学 概念 如 此 紧密 地 联系 在 一 起 ， 
确实 令 人 惊叹 。?” 


人 


和 寺 


挫 
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“万 物 辟 数 。 了 





毕 达 哥 拉 斯 的 座右铭 

Fr 的 历史 可 以 追溯 到 古代 ，e 的 历史 则 不 过 400 年 左右 。 数 字 r 起 源 于 
一 个 几何 问题 : 怎样 得 到 圆 的 周 长 和 面积 。 数 字 e 的 起 源 就 不 是 那么 清晰 
了 , 它 似乎 可 以 追溯 到 16 世 纪 的 一 个 发 现 , 即 复 利 计算 公式 (+Lm 在 
增 大 时 趋 于 某 个 固定 的 极限 值 一 一 约 为 2.718 28。 因 此 e 成 为 了 第 一 个 用 
极限 运算 来 定义 的 数字 ， 即 在 2 一 ce 时 ，e=lim0l+1 闪 " 。e 曾 一 度 被 认 
为 是 一 个 很 奇怪 的 数 ， 随 后 圣 。 文 森 特 对 双 曲 线 的 成 功 求 积 将 指数 函数 
以 及 数字 e 推 向 了 数学 阵线 的 最 前 沿 。 至 关 重 要 的 一 步 是 微 积 分 的 发 明 ， 
即 证 明 对 数 函 数 的 反 函 数 〈 后 来 用 人 来 表示 ) 与 它 自身 的 导数 相等 。 这 
立即 赋予 了 数字 e 以 及 指数 本 数 人 在 解析 学 中 的 核心 地 位 。 紧 接着 ，1750 
年 左右 ， 欧 拉 将 变量 x 假设 为 虚数 甚至 复数 ， 为 复 变 函数 理论 及 其 重要 
性 质 的 发 现 铺 平 了 道路 。 然 页 ， 有 一 个 问题 至 今 无 人 解答 : e 究 竟 是 怎样 
的 一 个 数 ? 

自 有 历史 记载 以 来 ， 人 们 就 在 和 数字 打交道 。 对 古代 人 《 甚 译 包括 
现在 的 某 些 部 落 ) 而 言 ， 数 字 就 是 计数 用 的 数 。 确 实 ， 如 果 只 是 为 了 个 
计 私 人 财产 ， 计 数 用 的 数 〈 也 称 为 自然 数 或 正 整数 ) 已 经 足 侨 。 然 而 ， 
人 们 不 可 避免 地 会 遇 到 计量 问题 一 一 求 一 块 田 地 的 面积 、 一 桶 酒 的 容积 
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或 两 个 城镇 之 间 的 距离 。 但 人 们 很 难保 证 这 样 的 计量 结果 恰好 就 是 某 个 
单位 的 整数 值 。 这 时 ， 对 分 数 的 需求 出 更 了 。 

十 埃及 人 和 十 巴比伦 人 早 就 找到 了 一 种 巧妙 的 方法 ， 用 以 记录 和 计 
自分 数 。 不 过 ， 还 是 受 毕 达 哥 拉 斯 影响 的 古 希 腊 人 使 分 数 成 为 了 他 们 数 
学 和 哲学 体系 中 的 支柱 ， 把 它们 提升 到 一 种 近乎 神秘 的 状态 。 毕 达 哥 拉 
斯 的 信徒 认为 ， 世 间 万 物 ， 从 物理 和 宇宙 到 艺术 和 建筑 都 可 以 用 分 数 形 
式 《 即 有 理 数 ) 表示 。 这 一 观念 很 可 能 源 自 毕 达 哥 拉 斯 对 音乐 和 声 的 兴 
趣 。 据 说 他 曾 对 多 种 不 同 的 发 音 体 进行 过 试验 ， 比 如 弦 、 铃 销 以 及 盛 有 
水 的 杯子 ， 并 得 到 振动 弦 的 长 度 与 攻 所 发 出 的 音调 之 间 的 数量 关系 : 纺 
越 短 ， 音 调 越 高 。 而 且 ， 他 还 发 现 了 通常 的 音程 〈 音 乐器 材 所 发 出 的 不 
同音 符 的 距离 ) 与 弦 长 之 间 有 一 个 简单 的 值 关系 。 例 如 ， 八 度 音 程 对 
应 的 长 度 比 值 是 2:1， 五 度 音程 为 3:2， 四 度 音程 为 43， 等 等 〈 这 里 的 术 
语 八 度 、 五 度 和 四 度 指 的 是 音阶 上 相应 音程 的 位 置 ， 参 见 第 11 章 )。 正 是 
基于 这 3 个 比值 (3 个 “完全 音程 沁 )， 毕 达 哥 拉 斯 发 明了 他 著名 的 音阶 。 
但 随 着 研究 的 深入 ， 他 将 自己 的 发 现 解释 为 ， 不 仅仅 是 音乐 和 声 符 合 简 
单 的 整数 比 关 系 ， 世 间 万 物 都 是 如 此 。 要 理解 这 一 非凡 的 逻辑 延展 ， 就 
必须 知道 ， 在 十 希腊 ， 音 乐 〈 更 确切 地 讲 ， 是 乐理 ， 而 不 仅仅 是 演奏 ) 
与 自然 科学 ， 尤 其 是 数学 的 地 位 是 旗 鼓 相当 的 。 所 以 ， 毕 达 哥 拉 斯 推断 
出 ， 如 果 音 乐 是 基于 有 理 数 的 ， 那 么 整个 宇宙 也 是 。 因 此 ， 有 理 数 统治 
着 十 希腊 人 的 世界 观 ， 就 像 理 性 思维 主导 着 他 们 的 哲学 一 样 〈 事 实 上 ， 
理性 的 十 希腊 词 是 logos， 它 也 是 现代 logic 一 词 的 起 源 )。 

人 们 对 毕 达 哥 拉 斯 的 生活 知之 其 少 ， 我 们 现在 所 知 的 完全 来 自 于 他 
去 世 后 几 个 世纪 、 引 用 其 发 现 的 作品 。 因 此 ， 几 乎 所 有 关于 他 的 描述 都 
值得 怀疑 。 吕 他 大 约 在 公元 前 570 年 出 生 于 爱 琴 海 的 萨摩 斯 岛 。 离 萨摩 斯 
岛 不 远 的 小 亚细亚 大 陆 的 米利 都 镇 ， 居 住 着 古 希腊 第 一 位 伟大 的 哲学 家 
泰勒 斯 。 一 种 非常 大 的 可 能 性 就 是 ， 比 泰勒 斯 小 50 岁 的 年 轻 人 毕 达 哥 拉 
斯 前 往 米 利 都 跟随 这 位 伟大 的 学 者 深造 。 他 随后 穿越 整个 远古 世界 进行 
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旅行 ， 并 最 终 定居 在 科 尔 托 纳 城 ， 它 位 于 现在 意大利 的 南部 ， 而 在 那里 
毕 达 哥 拉 斯 创建 了 他 著名 的 哲学 学 校 。 毕 达 哥 拉 斯 学 校 不 仅仅 是 一 个 讨 
论 哲 学 的 平台 ， 有 着 神秘 的 秩序 ， 而 且 学 校 所 有 成 员 必 须 严格 保守 学 校 
的 秘密 。 毕 达 哥 拉 斯 学 者 都 不 记录 他 们 的 讨论 。 不 过 他 们 的 讨论 对 欧 浏 
科学 家 的 影响 非常 巨大 ， 并 一 直 延 续 到 文艺 复兴 时 期 。 最 后 一 位 毕 达 哥 
拉 斯 学 者 就 是 伟大 的 天 文学 家 开 普 勒 ， 他 对 有 理 数 主导 论 的 虔诚 信仰 让 
他 耗费 了 三 十 多 年 才 发 现 三 大 行星 运动 定律 。 

当然 ， 不 仅仅 是 哲学 讨论 使 得 有 理 数 对 数学 而 言 如 此 重要 。 这 些 数 
字 区 别 于 整数 的 一 个 特性 就 是 ， 有 理 数 形成 了 数字 的 密集 。 换 名 话说 ， 
无 论 两 个 数字 靠 得 多 近 ， 它 们 之 闻 总 能 插入 另外 的 数字 。 以 分 数 UV1 000 
以 及 LU1 001 为 例 。 这 两 个 分 数 当然 靠 得 很 近 了 ， 它 们 之 间 的 差 约 为 百 
万 分 之 一 。 我 们 可 以 轻而易举 地 找到 一 个 位 于 这 两 者 之 间 的 数 ， 比 如 
2/2 001。 我 们 还 可 以 继续 寻找 分 数 2/2 001 与 1/1 000 之 间 的 分 数 〈 例 如 4/ 
4 001)， 如 此 ， 反 复 至 无 穷 。 两 个 分 数 之 间 的 空间 不 仅 可 以 插入 一 个 分 
数 ， 还 可 以 插入 无 穷 多 个 新 的 分 数 。 因 此 ， 我 们 可 以 将 任意 一 次 计量 的 
结果 用 分 数 的 形式 表示 出 来 。 这 是 因为 任何 计量 结果 都 被 计量 方法 本 身 
所 约束 着 ， 我 们 所 期 望 的 就 是 获得 一 个 近似 的 结果 ， 对 此 而 言 有 理 数 是 
完全 够 用 的 。 

确切 地 讲 ,“ 密 集 ” 一 词 指 的 是 有 理 数 沿 着 数 轴 分 布 的 方式 。 取 线 上 
的 任意 一 条 线段 ， 不 管 它 有 多 小 ， 它 总 是 有 无 穷 多 个 “有 理 数 点 ”( 即 线 
段 上 到 原点 的 距离 长 度 等 于 有 理 数 的 点 )。 所 以 ， 这 看 起 来 似乎 可 以 顺 理 
成 章 地 得 出 结论 ， 整 个 数 轴 都 是 由 有 理 数 点 组 成 的 ， 而 这 也 是 古 希腊 人 
所 认为 的 。 但 在 数学 上 ， 很 多 “看 起 来 ”理所当然 的 结论 往往 都 是 不 正 
确 的 。 数 学 史上 最 为 重要 的 事件 之 一 就 是 ， 尽 管 有 理 数 是 密集 的 ， 它 们 
还 是 在 实 轴 上 留 下 了 一 些 “ 孔 ” 即 某 些 不 是 有 理 数 的 点 。 

这 些 “ 和 孔 ” 的 发 现 也 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 ， 不 过 这 很 可 能 是 他 的 某 个 
门徒 发 现 的 。 你 一 定 不 知道 ， 为 了 遵从 他 们 大 师 的 教诲 ， 所 有 的 毕 达 哥 


第 15 章 e 究竟 是 怎样 的 一 个 数 | 213 


拉 斯 学 者 都 必须 将 他 们 的 发 现 归 于 毕 达 哥 拉 斯 的 名 下 。 这 一 发 现 与 单位 
正方 形 〈 也 就 是 边 长 为 1 的 正方 形 ) 的 对 角 线 有 关 。 如 果 我 们 将 正方 形 的 
对 角 线 用 xx 表示 ， 那 么 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 〈 也 就 是 勾 股 定理 ) 可 以 得 
到 大 =+1 ， 所 以 zx 就 等 于 2 的 平方 根 ， 写 成 V2 。 当 然 ， 毕 达 哥 拉 斯 
学 者 们 会 认为 这 个 数 等 于 某 个 分 数 ， 然 后 竭尽 全 力 地 去 寻找 它 。 不 过 ， 
某 年 某 月 某 一 天 ,他们 中 的 一 个 人 得 到 了 一 个 令 人 震惊 的 发 现 : V2 不 能 
等 于 任何 一 个 分 数 。 至 此 ， 无 理 数 的 存在 终于 被 人 们 认识 到 了 。 

古 希 腊 人 十 有 八 九 是 用 几何 方法 来 说 明 V2 是 无 理 数 的 。 现 在 我 们 掌 
握 了 好 几 种 证 明 V2 的 无 理性 的 非 几 何 证 明 手段 ， 当 然 这 些 都 是 “间接 ” 
证 明 方 法 。 让 我 们 首先 假设 V2 是 两 个 整数 的 比值 ， 如 严 / 闫 ， 然 后 得 到 
这 种 假设 导致 的 矛盾 , 最 终 得 出 V2 无 法 等 于 该 比值 的 结论 。 假设 办 /是 
最 简 分 数 ( 也 就 是 六 和 半 没 有 公约 数 ), 那么 就 有 许多 种 不 同 的 证 明 方 法 。 
举 其 中 一 个 例子 ， 假 设 V2 = 关 /， 那 么 2= 轨 /到 ， 因 此 赋 =2722 。 这 
就 表明 zz 乃至 闫 本身 都 是 候 数 〈 因 为 奇数 的 平方 总 是 奇数 )， 所 以 就 有 
1p=2r ， 其 中 是 整数 。 这 样 我 们 就 得 到 (2 关 =2 ， 简 化 以 后 可 得 
za = 2r”。 同 样 地 , 根据 这 一 结果 可 以 得 出 #” 也 是 偶数 的 结论 , 或 者 说 =-2s。 
既然 六 和 靖 都 是 偶数 ， 那 么 它们 就 有 公约 数 2， 这 与 我 们 的 所 作出 的 假设 
〈( 即 分 数 阅 /m 是 最 简 分 数 ) 相 矛 质 。 所 以 V2 不 可 能 是 一 个 分 数 。 

v2 是 无 理 数 的 发 现 让 毕 达 哥 拉 斯 学 者 们 颇 为 震惊 , 因为 竟然 存在 一 
个 可 以 明确 地 计量 甚至 都 可 以 用 直 尺 和 圆规 画 出 来 的 量 ， 但 它 却 不 是 一 
个 有 理 数 。 他 们 对 此 大 为 困惑 ， 甚 至 拒绝 承认 V2 就 是 一 个 数 ， 而 是 将 正 
方形 的 对 角 线 看 成 是 一 个 非 数 字 量 ! 数字 量 与 几何 量 的 差别 事实 上 和 否定 
了 毕 达 哥 达 斯 “万 物 皆 数 ” 的 信条 ， 自 此 以 后 逐渐 成 为 古 希 腊 数 字 中 不 
可 或 缺 的 基本 元 素 。 为 了 遵守 他 们 保守 秘密 的 拆 言 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 者 们 
发 垫 不 将 这 一 发 现汇 露出 去 。 但 传说 他 们 中 有 一 个 名 叫 西 帕 索 斯 的 人 用 
自己 的 方法 解 出 了 这 个 问题 ， 并 将 无 理 数 存 在 的 消息 向 外 界 透 露 了 。 收 
到 关于 他 叛逆 行径 的 警告 后 ， 他 的 同伴 们 在 航行 的 时 候 密 谋 将 他 扔 进 了 
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但 是 关于 这 一 发 现 的 知识 还 是 散布 开 了 ， 随 后 不 久 人 们 又 发 现 了 其 
他 一 些 无 理 数 。 例 如 ， 任 何 质数 的 平方 根 都 是 无 理 数 ， 就 像 大 部 分 合 数 
的 平方 根 一 样 。 到 了 欧 几 里 得 扎 写 《几何 原本 》 的 公元 前 3 世纪 ， 无 理 数 
的 新 奇 感 儿 乎 消失 殖 尽 。《 几 何 原本 》 的 第 十 卷 给 出 了 一 个 关于 无 理 数 ， 
即 不 可 通 约 数 《 他 们 的 叫 法 ， 指 不 能 以 同一 标准 衡量 的 线段 ) 的 广泛 几 
何 理论 。〈 如 果 线 段 4B8 和 CD 可 被 同一 标准 衡量 ， 那 么 它们 的 长 度 就 可 
以 由 第 三 条 线段 Po 相生 得 到 。 也 就 是 4B = mmPO ，CD =mpPe ， 其 中 普 
和 7 都 是 整数 ,因此 4B/1CD = (mPO)WMaPO) = 天 /7 是 一 个 有 理 数 。 然 而 ， 
直到 1872 年 ， 理 查 德 。 戴 德 金 〈(Richard Dedekind，1831 一 1916) 才 在 他 
著名 的 专著 《连续 性 与 无 理 数 》(Conatiaazitby anQaZratfioral Notapers) 中 发 
表 了 完全 令 人 满意 的 无 理 数理 论 一 一 完全 脱离 几何 因素 考虑 的 理论 。 

如 果 将 有 理 数 集 和 无 理 数 集 统一 在 一 起 , 就 可 以 得 到 一 个 更 大 的 集 ， 
即 实 数 集 。 实 数 就 是 可 以 用 小 数 表 示 的 数 。 这 些小 数 分 3 种 : 有 限 小 数 ， 
如 1.4;， 无 限 循环 小 数 ， 如 0.272 7… (也 可 以 写成 0.27 )， 无 限 不 循环 小 
数 , 如 0.101 001 000 1…， 其 中 的 数 绝 不 会 按 固定 的 次 序 重复 。 众 所 周知 ， 
前 面 两 种 小 数 代 表 的 是 有 理 数 〈 给 出 的 例子 中 ，1.4=7/5， 而 0.272 7… 
=3/11)， 而 最 后 一 种 小 数 代 表 的 是 无 理 数 。 

实数 的 小 数 表 示 方 法 立即 验证 了 前 面 所 提 到 的 一 点 : 从 实用 角度 出 
发 ， 仅 为 了 计量 ， 我 们 并 不 需要 无 理 数 。 我 们 总 能 通过 有 理 数 序列 对 无 
理 数 近似 取 值 ， 达 到 我 们 所 要 的 任何 精度 。 例 如 有 理 数 1，1.4 (=7/5)， 
1.41〈141/100)，1.414 〈=707/500) 以 及 1.4142 (=7 071/5 000)， 就 是 与 
v2 近似 的 有 理 数 , 它们 的 精度 逐渐 提高 。 无理 数 在 数学 上 的 重要 性 主要 
体现 在 理论 方面 : 要 填补 数 轴 上 那些 非 有 理 数 所 留 下 的 “ 孔 ”% 它们 是 必 
不 可 少 的 ， 它 们 使 得 实数 集成 为 一 个 完整 的 体系 ， 即 实数 连续 统 。 

这 一 体系 维持 了 2500 多 年 。 接 着 ， 在 1850 年 左右 ， 人 们 发 现 了 一 种 
新 的 数 。 我 们 在 初等 代数 中 所 遇 到 的 大 部 分 数 都 可 以 被 认为 是 一 些 简 单 
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方程 的 解 ， 更 确切 地 说 ， 他 们 都 是 整数 系数 的 多 项 式 方程 的 解 。 例 如 ， 
数 -1、2/3 以 及 V2 分 别 为 多 项 式 方程 x+1=0、3x-2=0 以 及 妇 -2=0 的 
解 。( 数 字 i= V-1 也 属于 这 一 类 ， 因 为 它 满足 方程 刀 +1=0， 不 过 ， 这 
里 我 们 仅 讨 论 实数 。) 即使 是 一 个 看 起 来 复杂 的 数 如 〈3 引 4-vV2) ) 也 属 
于 这 一 类 别 ， 因 为 它 满足 方程 共 -2x -1=0 (这 很 容易 验证 )。 像 这 种 
有 整数 系数 的 多 项 式 方程 的 实数 解 被 称 为 代数 的 。 

显然 ， 每 个 有 理 数 ae/2 都 是 代数 的 ， 因 为 它 满足 方程 的 -a=0。 所 
以 ， 如 果 一 个 数 不 是 代数 ， 那 么 它 一定 是 一 个 无 理 数 。 然 而 ， 它 的 逆 命 
题 是 不 成 立 的 ， 就 像 给 出 的 例子 V2 那样 ， 一 个 无 理 数 可 能 是 代数 的 。 那 
么 问题 就 来 了 ， 丰 在 非 代数 的 无 理 数 吗 ? 在 19 世 纪 初 ， 数 学 家 们 就 开始 
猜测 这 一 问题 的 答案 是 “是 ”， 但 他 们 却 一 直 没 有 找到 这 样 一 种 数 。 看 起 
来 ， 即 使 发 现 了 非 代数 的 数 ， 那 它 也 应 该 是 很 奇特 的 。 

1844 年 ， 法 国 数学 家 约瑟夫 。 刘 维尔 〈Joseph Liouviltle，1809 一 1882) 
证 明了 这 种 非 代数 的 数 确 实 是 存在 的 。 尽 管 他 的 证 明 并 不 简单 ， 包 但 他 
的 证 明 结 果 还 是 可 以 让 他 得 到 几 个 这 种 数 , 其 中 就 是 著名 的 “ 刘 维 尔 数 ” 

1 1 1 1 
100 105 10 10 

它 的 小 数 展开 表达 式 是 0.110 001 000 000 000 000 000 001 00…。 (一 
长 串 0 是 因为 刘 维尔 数 表达 式 的 分 母 中 存在 4， 这 也 使 得 相应 的 项 急剧 
减 小 。) 另 一 个 例子 是 0.123 4$6 789 101 112 13…， 它 的 小 数 部 分 由 自然 
数 顺序 排列 而 成 的 。 非 代数 的 自然 煞 被 称 为 超越 数 。 这 个 词 本 身 并 没有 
什么 神秘 的 地 方 它 只 不 过 用 来 表示 那些 超出 代数 数字 范围 的 数 。 

无 理 数 的 发 现 来 自 于 几何 中 的 一 个 常见 问题 ， 而 第 一 个 超越 数 的 出 
现 只 是 为 了 证 明 它 的 存在 ， 从 某 种 程度 上 讲 ， 它 们 是 一 个 “人 工 ” 数 。 
但 一 旦 这 样 的 目的 达成 了 ， 人 们 的 注意 力 又 回 到 了 那些 常见 的 数 上 ， 特 
别 是 rz 和 e。 这 两 个 数 属于 无 理 数 这 一 点 ， 已 经 在 此 前 一 个 多 世纪 就 被 人 
们 发 现 了 : 欧 拉 在 1737 年 证 明了 数字 e 以 及 e 是 无 理 数 启 ， 瑞 士 -德国 数学 
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家 朗 伯 特 在 1768 年 证 明了 r 具 有 同样 的 性 质 上 由。 朗 伯 特 还 证 明了 函数 e 和 
tanx 〈 即 snx/cosx ) 在 zx 为 非 0 的 有 理 数 时 不 能 为 有 理 数 说 。 然 而 ， 由 
于 tanar/4=ftan4$ =1 的 结果 是 一 个 有 理 数 ， 那 么 rz/14、 也 必然 为 无 理 
数 。 朗 伯 特 曾 猜测 x 和 e 都 是 超越 数 ， 不 过 却 无 法 证 明 。 

从 那 时 起 ， 区 和 e 的 故事 就 变 得 紧密 不 分 了 。 刘 维尔 自己 证 明了 e 不 
可 能 是 一 个 整 系数 的 二 次 方程 的 解 . 不 过 这 当然 无 法 证 明 e 是 超越 的 ， 
为 它 不 能 是 任何 一 个 整 系数 多 项 式 方 程 的 解 。 这 一 任务 留 给 了 另 一 位 法 
国 数学 家 查尔斯 。 埃 尔 米 特 〈Charles Hermite，1822 一 1901)。 

挨 尔 米 特 生 下 来 时 腿 部 就 有 残疾 ， 但 却 因祸得福 ， 他 因此 而 无 需 有 最 
兵役 。 尽 管 他 在 著名 的 巴黎 综合 工科 学 校 中 的 学 习 成 绩 并 不 出 众 ， 但 不 
久 后 他 就 用 自己 的 行动 证 明了 自已 是 19 世 纪 下 半 叶 最 伟大 的 数学 家 之 
一 。 他 的 工作 覆盖 领域 很 广 ， 包 括 数论 、 代 数 以 及 分 析 〈 他 的 专长 蚌 椭 
贺 函 数 ， 这 是 高 等 分 析 学 中 的 一 门 知 识 )， 而 他 宽阔 的 视角 使 他 找到 了 那 
些 看 起 来 泾 油分 明 的 领域 之 间 的 联系 。 除 了 研究 之 外 ， 他 还 撰写 了 好 几 
本 后 来 被 奉 为 经 典 的 数学 教材 。 他 在 1873 年 发 表 了 关于 e 的 超越 性 的 著名 
证 明 ， 用 了 30 多 页 纸 。 实 际 上 ， 埃 尔 米 特 给 出 了 两 种 不 同 的 证 明 方 法 ， 
其 中 第 二 种 方法 更 为 续 密 。 针 在 证 明 的 后 续 工 作 中 , 埃 尔 米 特 给 出 了 下 面 
这 两 个 e 和 e2 的 有 理 近似 数 : 

os S8 2921 2 1S8 4S2 
21444 21444 


前 者 的 小 数值 为 2.718 289 498， 与 真实 值 之 间 的 误差 小 于 0.000 3%。 

解决 了 e 的 问题 之 后 ， 埃 尔 米 特 可 能 想 要 将 自己 的 注意 力 放 到 r 上 。 
但 在 一 封 给 从 前 的 学 生 的 信 中 ， 他 这 样 写 道 :“ 我 不 应 当 为 了 证 明 r 的 超 
越 性 而 冒 任何 险 。 如 果 有 其 他 人 接受 这 项 挑战 ， 我 将 会 比 其 他 任何 人 都 
高 兴 看 到 他 们 取得 的 成 功 。 但 请 相信 我 ， 他 们 不 会 失败 ， 只 不 过 他 们 需 
要 多 做 一 些 努 力 .” 包 显然 ,他 预计 到 了 这 项 任务 的 艰巨 性 。 但 在 1882 年 ， 
也 就 是 埃 尔 米 特 证 明了 e 的 超越 性 后 的 第 九 年 ， 德 国 数学 家 卡尔 。 路 易 
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斯 。 费 迪 纳 得 。 林 德 曼 〈Carl Louis Ferdinand Lindemann，1852 一 1939) 
的 不 懈 努 力 终于 收获 了 胜利 的 果实 。 林 德 曼 循 着 埃 尔 米 特 的 足迹 建立 了 
自己 的 证 明 模 型 ， 他 给 出 了 如 下 表达 式 ; 
6 十 矶 6 十 十 人 6 

其 中 的 a 为 不 同 的 代数 数 〈 实 数 或 复数 )，4 为 代数 数 ， 这 一 表达 
式 永远 不 为 0 (这 里 排除 了 所 有 的 4 均 为 0 的 无 意义 情形 )。 包 不 过 我 们 知 
道 一 个 等 于 0 的 类 似 的 表达 式 ， 即 欧 拉 公式 所 +1=0 (注意 ， 等 式 的 左 
边 可 以 按照 所 要 求 的 形式 写成 所 +eo )。 因 此 碍 ， 以 及 元 不 可 能 为 代数 
数 ， 所 以 天 是 超越 的 。 

随 着 这 些 发 展 ， 关 于 圆周 率 本 质 的 长 久 研 究 终于 可 以 得 到 一 个 结论 
了 了。 的 超越 性 解决 之 后 ， 那 个 古老 问题 也 就 解决 了 :只 利用 直 尺 和 圆 
规 画 一 个 与 给 定 圆 面积 相等 的 正方 形 。 这 一 著名 的 问题 一 直 以 来 就 困 拢 
着 许 许 多 多 的 数学 家 , 包括 公元 前 3 世纪 的 柏拉图 ， 他 兽 宣 布 所 有 的 几何 
图 形 都 一 定 可 以 由 直 尺 〈 没 有 刻度 ) 和 圆规 来 画 出 。 众 所 周知 ， 只 有 在 
所 有 线段 的 长 度 都 满足 一 个 特定 的 整 系数 方程 时 ， 画 出 这 样 的 图 形 才 是 
有 可 能 的 。 针 既然 单位 圆 的 面积 是 xz， 那么 如 果 与 单位 圆 面 积 相等 的 正方 
形 边 长 为 x， 我 们 就 可 以 得 到 兰 = 莽 ， 也 就 是 x= Vx 。 但 要 画 条 这 人 么 长 
的 线段 ，Vzx 〈 也 就 是 zx ) 必须 满足 某 个 整 系数 多 项 式 方程 ， 使 它 成 为 代 
数 数 。 而 交 是 超越 的 ， 所 以 这 个 绘图 任务 是 不 可 能 完成 的 。 
。 。 解 开 这 一 从 古代 就 开始 困扰 着 数学 家 们 的 难题 , 使 林 德 曼 辈 声 世界 。 
然而 ， 正 是 埃 尔 米 特 对 e 的 超越 性 的 证 明 给 林 德 曼 后 来 的 证 明 指 明了 方 
向 。 在 比较 这 两 位 数学 家 的 贡献 时 , 《科学 传记 秤 典 》(CPDictionpar of 
Scieptifc Biosrapiy) 这 样 描述 道 :“ 林 德 曼 只 是 一 位 善 通 的 数学 家 ， 他 
的 名 声 却 盖 过 了 埃 尔 米 特 ， 仅 仅 因为 他 的 一 项 发 现 ， 而 这 项 发 现 是 因为 
有 了 埃 尔 米 特 已 经 为 他 葛 定 基础 ,他 才能 轻而易举 地 就 获得 了 。”!9 林 德 
曼 后 来 尝试 去 解决 另 一 个 著名 的 问题 ， 即 费 马 大 定理 ， 却 从 一 开始 就 错 
误 再 出 。01 
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在 某 一 方面 ，r 和 e 的 故事 迎 然 不 同 。 由 于 r 的 悠久 历史 和 已 名， 历年 
来 计算 它 小 数 点 后 面 的 位 数 已 经 成 为 某 种 形式 的 比赛 。 即 便 是 林 德 曼 关 
于 zr 的 超越 性 证 明 也 没 能 阻 上 “数字 猪 人 ”试图 获得 更 多 更 壮观 的 数字 
(1989 年 的 记录 是 小 数 点 后 4 亿 8000 万 位 )。 这 种 疯狂 的 举动 并 没有 降落 到 
e 身 上 。 [3 可 能 是 因为 e 并 未 像 r 那 样 牵扯 大 量 的 琐事 , 03 不 过 我 在 最 近 的 
一 本 物理 书 中 找到 了 这 样 一 段 注 脚 :“ 对 那些 熟悉 美国 历史 的 人 而 言 , 可 
以 将 《数字 e) 开始 的 9 位 数字 记忆 为 e= 2.7 安德鲁 。 杰 克 逊 ) 由， 或 
者 e=2.718 281 828… ， 因 为 安德鲁 。 杰 交 逊 是 在 1828 年 就 任 美 国 总 统 
的 。 从 另 一 方面 看 ， 对 那些 数学 掌握 得 比较 好 的 人 而 言 ， 这 也 是 一 种 记 
忆 美 国 历史 很 好 的 办 法 。”69 

发 现 数学 中 这 两 个 最 为 著名 的 数字 的 本 质 之 后 ， 数 学 家 们 的 注意 力 
似乎 要 转移 到 其 他 领域 了 。 不 过 1900 年 在 巴黎 举办 的 第 二 次 国际 数学 家 
. 大 会 上 ， 那 个 时 代 最 杰出 的 数学 家 之 一 ， 戴 维 * 希 尔 伯 特 (David Hilbert， 
1862 一 1943) 向 整个 数学 界 发 起 了 挑战 ， 他 提出 了 23 个 他 认为 至 关 重 要 
的 未 解决 的 数学 问题 。 其 中 第 十 七 个 是 : 证 明 或 反 证 对 任何 不 为 0 和 1 的 
代数 数 e 以 及 任何 无 理 代数 数 训 ， 表 达 式 喧 总 是 超越 的 。 他 举 了 其 中 几 个 
例子 ， 如 24 以 及 er [后 者 可 以 写成 这 〈 参 见 第 14 章 )， 因 此 也 符合 所 
霸 形 式 ].5] 希 尔 伯 特 曾 预 言 这 一 问题 将 会 比 解 费 马 大 定理 所 用 的 时 间 还 
要 长 ， 不 过 他 过 于 悲观 了 。1929 年 ， 俄 罗斯 数学 家 亚 历 山 德 。 欧 系 波 维 
奇 。 盖 尔 芬 德 〈Alexandr Osipovich Gelfond，1906 一 1968) 证 明 耿 的 
超越 性 ， 第 二 年 又 证 明了 2 的 情形 。 希 尔 伯 特 关于 必 的 一 般 性 猜想 ， 
在 1934 年 分 别 由 盖 尔 芬 德 以 及 德国 的 施耐德 〈T Schneider》 独立 证 明 完 
成 。 

要 证 明 某 个 数 是 超越 的 并 非 易 事 : 我 们 必须 证 明 这 个 数字 不 满足 一 
个 特定 的 条 件 。 那 些 至 今 未 能 得 到 证 明 的 数 中 包括 姑 、 和 以 及 居 。 交 的 
情形 非常 有 趣 ， 因 为 它 使 我 们 想起 了 e 和 之 间 的 某 种 斜 对 称 性 。 我 们 在 
第 10 章 中 指出 过 ，e 在 双 曲 线 中 的 角色 在 某 种 程度 上 类 似 于 在 圆 中 的 角 
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色 。 不 过 这 种 相似 性 并 不 完美 ， 欧 拉 公 式 ex = -1 已 经 清晰 地 表现 出 来 了 
(区 和 e 在 其 中 占据 的 位 置 不 同 )。 这 两 个 著名 的 数 除了 它们 之 间 的 紧密 联 
系 外 ， 还 有 着 截然 不 同 的 个 性 。 

超越 数 的 发 现 并 未 像 2 000 多 年 前 无 理 数 的 发 现 那样 带 来 思想 上 的 
冲击 ， 不 过 它 产生 的 结果 却 是 同样 重要 的 。 它 表明 ， 在 看 起 来 很 简单 的 
实数 体系 背后 隐藏 着 许多 诡异 之 处 ， 这 些 细微 的 差别 是 无 法 通过 简单 地 
观察 一 个 数 的 小 数 展开 式 而 察觉 的 。 最 大 的 惊喜 终究 会 到 来 。1874 年 ， 
德国 数学 家 乔治 ， 康 拓 (Georg Cantor，1845 一 1918) 得 到 了 一 个 令 人 震 
惊 的 发 现 ; 无 理 数 比 有 理 数 多 ， 超 越 数 比 代数 数 多 。 换 名 话说， 事实 上 ， 
毫 不 奇怪 大 部 分 实数 都 是 无 理 数 ， 而 在 无 理 数 中 ， 大 部 分 都 是 超越 数 ! 09 

不 过 ， 这 也 将 我 们 带 入 到 了 一 个 前 所 未 有 的 抽象 王国 。 如 果 我 们 乐 
于 计算 e 和 于 的 值 ， 将 会 发 现 它 们 是 惊人 的 相似 : 分 别 为 22.459 1537… 
和 23.140 692…。 当 然 ，z 和 e 本 身 在 数值 上 差异 就 不 大 。 想 象 一 下 : 无 
穷 多 个 实数 中 ， 数 学 上 最 为 重要 的 几 个 数 一 -0、1、V2 、e 和 一 一 都 
位 于 实 轴 上 4 个 单位 的 范围 内 。 令 人 惊讶 的 一 致 吧 ? 这 只 是 造物 主 鸿 篇 巨 
制 中 的 一 小 段 注解 吗 ? 玉 怕 得 需要 读者 自己 展开 想象 了 。 
.注解 与 来 源 ， 

[DB.L.van der Waerden, Sciemrce dwaKenizg: EBP1iam Bap)iopiazm Cd CeeK 
Naztjexaatics, trans, Arnold Dresden (New York': John Wiley, 1963), pp. 92-102。 

[2] See，for example，George F. Simmons，Calcztlas Wi 了 42a2tic Ceo1aety 
(New York: McGraw-Hill, 1985), pp. 734-739。 

[3] e 无 理性 的 一 种 证 明 方 法 ， 可 参见 附录 2。 

[4] 朗 伯 特 经 常 将 双 曲 函数 引入 到 数学 中 ， 不 过 黎 卡 提 似 乎 比 他 更 旱 〈 人 参见 
第 12 章 ) 。 

[5] 结果 就 是 ， 指 数 曲线 y 了 = 人 在 平面 中 不 经 过 任何 代数 点 ， 除 了 点 (0,1)。 
(所 谓 代数 点 就 是 一 个 x 坐标 和 ] 坐标 都 是 代数 数 的 点 。) 引用 Heinrich Dirrie 的 


话 :“ 既 然 代 数 点 在 平面 中 密集 存在 ， 指 数 函数 完成 了 将 所 有 这 些 点 分 开 而 完全 
不 接触 到 它们 的 超 难 任务 。 自 然 , 对 数 曲 线 y= ix 也 是 如 此 。”(Dorrie, 700 Great 
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[1958; ?pt New York: Dover 1965], p. 136)。 

[6] 参见 David Eugene Smith 的 4 Sozrce Boo 大 加 Matpexaatics (1929; rpt New 
York: Dover 1959), pp. 99-106。 要 了 解 埃 尔 米 特 证 明 的 希 尔 伯 特 简化 版 ， 请 参阅 
Simmons 的 Calcoulsus wiip 4paattic Geometmm pp. 737-739。 

[7] Quoeted in Simmons, Caiczlus witR Lanagyotic CeometJ p,. 843。 

[8] 要 了 解 林 德 曼 证 明 的 简化 版 ， 请 参阅 Dorrie 的 100 Great Problenmes, pp. 
128-137。 

[9] See Richard Courant and Herbert Robbins, 及 pat 18 Matpeziatics? (1941; 1PLt. 
London: Oxford University Press, 1941), pp. 127-140。 

[10] C. C. Gillispie, editor (New York: Charles Seribner's Sons, 1972)。 

[1 关于 费 马 大 定理 的 最 新 证 明 可 参见 第 7 章 的 第 1 条 注解 。 

[12] David Slowinski 和 William Christi 的 海报 Computer e (Palo Alto，Calif: 
Creative Pubiications，1981) 将 e 计 算 到 小 数 点 后 4 030 位 。 另 一 份 竞争 性 海报 ， 
Stephen 工 Rogowski 和 Dan Pasco 的 Compruter r〈1979) 给 出 了 Fr 小 数 点 后 的 8 182 
位 。 

[13] See，for example ， Howard Eves，47 1ztzoaziction 如 le Fisiormy or 
Matjpenazatics (1964; rpt. Philadelphia: Saunders College Publishing, 1983), pp. 89 and 
97。 

[14] Edward Teller Wendy Teiler and Wilson Talley, Coxversatiop om 成 e Dar 天 
Secrety of Physics (New York and London: Plenum Press, 1991). p. 87。 

[15] 参见 Ronald Calinger 主 编 的 Classics of Matjperratics (Oak Park, IIL: Moore 
Publishing Company, 1982), pp. 653-677。 希 尔 伯 特 的 第 7 个 问题 在 第 667 页 。 

[16] 关于 康 拓 的 工作 可 以 参见 我 的 书 ，7Tp Pajipaitp amd Beyond 4 Culturey 
Distormy or tpe Zafinpite (1987; rpt. Princeton': Princeton University Press, 1991), chs., 9 
and 10。 


险 录 


“数字 e 丽 怕 不 会 再 用 于 表示 除 这 一 正 的 通用 常数 (方程 mxr=1l 的 
解 ) 之 外 的 任何 一 个 量 了 ，，” 


一 一 埃 德 莹 。 兰 道 (Edmund Landau )， 《 微 积 分 》( 1934 ) 
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关于 纳 皮 和 外 对 数 的 一 蜂 说 明 


在 Open 玫 厅 六 和 于 ” 中 ， 旬 度 全 用 和 几 
何 -力学 模型 解释 了 他 关于 对 数 的 发 明 。 这 是 当时 用 于 解决 数 
， 学 问题 的 很 常见 的 一 种 方法 〈 我 们 想起 了 牛顿 兽 用 --- 个 相似 的 模型 来 描 
， 述 他 的 流 数 思 想 )。 考 虑 一 条 线段 48 和 一 条 与 它 平行 的 端点 为 C、 方 向 


向 右 的 射线 〈 如 图 A-! 所 示 )。 





全 
权 
业 
嫩 
。 
闪 
， 
雹 
泪 

， 
溪 的 
， 
介 
。 
涩 
着 
多 
了 
昂 
人 
委 
刘 


es 


一 一 一 一 一 一 一 pp 扫 2 co 
C 小 2 
图 A-1 纳 皮 和 尔 采 用 了 一 个 几何 模型 来 解释 他 的 对 数 思 想 : 已 沿 着 线段 48 以 一 
个 与 长 度 PB 成 比例 的 速 头 和 运动， 同时 点 C 沿 着 射线 C 以 点 书 的 初速 
度 运 动 。 如 果 我 们 令 x= PB ，y=CO ， 那 么 就 是 zx 的 〈 纳 皮尔 ) 
对 数 
点 已 从 4 向 好 运动 , 其 运动 速度 在 每 一 时 刻 都 与 点 已 到 点 如 之 闻 的 
距离 成 正比 。 与 此 同时 ， 点 C 开始 从 点 C 向 右 以 恒定 速度 运动 ， 其 速度 
恰好 等 于 点 已 运动 的 初始 速度 。 随 着 时 间 的 推移 ， 距 离 PB 以 正比 于 它 
自身 的 速率 而 缩短 ， 而 距离 CO 却 以 一 个 恒定 的 速度 增长 。 纳 皮尔 将 从 
点 C 到 点 @ 的 距离 定义 为 点 已 到 终点 召 之 间 在 离 的 对 数 。 如 果 我 们 写成 
PB=x 以 及 CO@O=7》， 那 么 就 有 
?77=Naplogx 
其 中 的 Naplogx 表 示 “ 纳 皮尔 对 数 ” 症 
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我 们 可 以 很 容易 地 看 出 ， 这 一 定义 实际 上 将 两 个 数 的 乘积 〈 用 沿 着 
4B 的 距离 代替 ) 表示 为 另外 两 个 数 的 和 (到 点 C 的 距离 )。 假设 线段 4B 
为 单位 长 ， 我 们 在 端点 为 C 的 射线 上 截取 相等 长 度 的 线段 ， 分 别 标记 为 
0，1，2，3， 等 等 。 由 于 点 台 是 以 恒定 速度 运动 的 ， 所 以 它 经 过 这 些 线 
段 所 用 的 时 间 也 是 相等 的 。 当 尸 离开 4 开始 运动 时 ，@ 位 于 0 〈 点 C); ， 
当 尸 走 完 线 段 48 的 一 半 ， 吕 位 于 1; 当 书 完成 48 的 314，@ 位 于 2， 如 ， 


和 








此 等 等 。 既 然 x 表 示 的 是 距离 终点 中 的 长 度 ， 那 么 我 们 就 可 以 得 到 如 下 
内 容 ， 
无 1 1/2 1/4 17/8 1/16 17/32 1/64 
》 0 1 2 3 4 5 6 


这 确实 是 一 个 非常 粗糙 的 对 数 表 : 下 一 行 中 的 每 一 个 数 都 是 上 一 行 
对 应 的 数 的 对 数 〈 以 12 为 底 )。 实 际 上 ， 下 一 行 中 任意 两 个 数 的 和 也 与 
它们 在 上 一 行 中 对 应 数 的 乘积 相对 应 。 需要 注意 的 是 ， 在 上 面 的 对 应 关 
系 中 ，? 是 随 着 x 的 减 小 而 增加 的 , 这 有 别 于 现代 对 数 (以 10 或 者 e 为 底 ) 
的 单调 递增 性 。 

我 们 曾 在 第 1 韶 中 提 到 ， 为 了 符合 三 角 中 将 单位 圆 绝 长 划分 为 10 000 000 
部 分 的 实际 条 件 ， 纳 皮尔 将 4 的 长 度 取 为 10"。 如 果 假 设 点 P 的 初始 速度 
为 10" 我 们 可 以 将 点 已 和 @ 的 运动 分 别 用 两 个 微分 方程 来 表示 ; 
dz/d =-x ，dy/df =107， 对 应 的 初始 条 件 分 别 为 x0)=0，y(0O)=0。 
消除 两 个 方程 中 的 ! 上 得 到 方程 dy/dx=-107xz ， 它 对 应 的 解 为 
y=-10mnx+c 。 由 于 在 ?=0 时 x=107 ， 所 以 我 们 得 到 c=107 ml107 ， 
因此 y=-107(nxz-jnl10)=-107 ln(xz/107) 。 运 用 公式 log, xzx=-log px， 
我 们 可 以 将 解 写成 7=10" log (xz/107) 或 者 /1107 =log, (xz/1107) 。 这 一 
结果 表明 ， 不 考虑 因子 10" 的 影响 〈 它 只 是 影响 了 结果 中 小 数 点 的 位 置 ) 
时 ， 纳 皮尔 对 数 实 际 上 是 一 个 以 1/e 为 底 的 对 数 ， 不 过 他 本 人 从 未 考虑 
过 底数 的 概念 。 乌 
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AAAnig senAAANeA 全 SA 


来 源 ， 


TARAALALOUAAAUTSeARAUAA 


[1] 纳 皮 尔 的 “奇妙 对 数 表 的 构建 ”一 文 的 摘录 和 注解 参见 Ronald Calinger 
ed.，Classics or Hatjpeaatics (Oak Park, HL: Moore Publishing Company，1982), PPp. 
254-260 以 及 D.J Strujk, ed., 4 Sotrce Boo 天 六 Matpematics, 1200 一 1800 (Cambridge， 


， Mass.: Harvard University Press,，1969), pp. 11-21。 还 可 参考 赖 特 1616 年 对 纳 皮 尔 


《奇妙 对 数 表 的 描述 》 一 书 的 英文 番 译 版 : 4 _ Description oftjpe da1zirable Tabie of 


， zosaritpras (Amsterdam: Da Capo Press, 1969), ch. 1 。 


[2] Carl B. Boyer, 4 Pistormy of adatperaatics rev. ed (1968; mpt. New York: John 


。 Wiley, 1989), pp. 349-350。 
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lim(1+1/7" 在 />*co 时 的 存在 
几 们 首先 来 看 序 
我 1 


这 个 序列 在 “无限 增长 时 趋 于 一 个 极限 值 。 每 增加 一 个 项 ， 这 一 序 
列 的 和 就 会 增 大 一 点 , 因此 对 所 有 的 都 有 8 < SS, : 也 就 是 说 , 序列 9， 
单调 增加 。 从 2z=3 开 始 ， 我 们 还 可 以 得 到 4i=1x2x3x…xP 一 1> 
1x2x2x.…x2=2"” ， 所 以 有 


生 ， <1HI+ 工 + 了 十 1 
2 2 2 


其 中 靖 = 3,4,3… 。 现 在 ， 上 述 和 式 中 ， 从 第 二 项 开始 的 每 一 项 构成 了 
一 个 公 比 为 12 的 几何 等 比 序列 。 这 一 序列 的 和 为 人 -LV2)/ML-1L/2) = 
204-1/2")<2 。 因 而 我 们 得 到 SS <1+2=3 ， 这 表明 序列 和 ,被 限定 在 3 
以 下 (也 就 是 3 的 值 不 会 超过 3)。 现在 我 们 运用 解析 学 中 的 一 个 著名 定理 : 
每 一 个 有 界 的 单调 递增 函数 都 在 靖 - ce 时 趋 于 一 个 极限 值 。 因 此 S, 趋 近 于 
一 个 极限 值 8S 。 我 们 的 证 明 结果 还 表明 3 位 于 2 和 3 之 间 。 

现在 我 们 考虑 序列 了 = 4+1/ 允 "”。 我 们 要 证 明 的 是 ， 这 一 序列 和 8 
0 由 1 可 得 
Hz( 天 一 2 一 了 、 工 CD 一 分 


21 712 到 ! ” 


玉 


La (于 本 
2/ 21! 天 于 玫 到 1 

由 于 上 式 中 每 个 括号 中 的 表达 式 都 比 1 小 ， 因 而 有 了 和 8 (实际 上 ， 
从 2=2 开 始 了 <8 )。 因 此 序列 了 也 被 限定 在 上 述 范围 之 内 。 辐 时 ， 也 


也 _14px 十 一 一 一 一 
瑚 


RE 


人 


和 


0 


0 


和 
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也 是 单调 递增 的 ,因为 将 替换 为 za+1 后 会 使 和 增 大 。 所 以 在 关 一 ce 时 ， 
7 也 趋 于 某 一 极限 ， 我 们 将 其 表示 为 了 。 

现在 我 们 要 证 明 8 =7 。 既 然 对 所 有 的 m 都 有 8, 宇 了 ， 那 么 8S 了 。 


”我 们 将 要 证 明 $ 科 了 的 条 件 也 同时 满足 。 假 设 思 < 关 是 一 个 固定 的 整数 。 


ZL 开始 的 天 +1 个 项 为 : 


Er 二 
天 人 21! 12 到 瑚 7121 


由 于 六 < 天 且 所 有 的 项 都 为 正 数 , 因此 上 述 和 比 开 小 。 如 果 我 们 令 z 


无限 增长 ， 而 让 闫 固定 不 变 ， 这 一 和 值 将 会 趋 近 于 9, ， 而 也 趋 于 7 。 因 
: 此 我 们 可 以 得 到 S, 和 了 ， 继 而 有 3 和 过 7 。 既 然 我 们 在 前 面 已 经 得 到 了 


SS 二 7， 唯一 的 可 能 性 就 是 8S = 了 ，, 而 这 正 是 我 们 希望 证 明 的 内 容 。 当然 ， 
这 一 极限 值 7 就 是 数字 e。 
作为 扩展 ， 我 们 来 证 明 e 是 无 理 数 。 王 证 明 过 程 是 闻 接 的 : 假设 e 是 
有 理 数 ， 然 后 推出 这 一 假设 下 的 矛盾 。 假 设 e= /4g9， 其 中 总 和 9 都 是 整 
数 。 我 们 已 经 知道 了 2 <e<3 , 所 以 e 不 可 能 为 整数 ; 所 以 分 母 4 至 少 为 2。 
现在 我 们 将 等 式 
1 


1 1 1 
@ 三 1+ 一 十 一 十 一 十 ,十 一 十 ,。 
1 21 34 721! 


的 两 边 分 别 滋 以 g!=1x2x3x…xqd 。 从 等 式 左边 我 们 得 到 : 
exgi-|2 jlx2xaxxg=pxlx2x3xxG- 
2 





而 等 式 的 右边 表达 式 则 变 为 
1 
[是 934x YX9 二 xx TDx9+9+TTTTTTOTTDOTT 
注意 ， 中 括号 中 的 1 来 自 于 e 序 列 中 的 1/19! 项 。 左 边 显然 为 整数 ， 因 为 它 
是 整数 的 乘积 。 而 等 式 的 右边 ， 中 括号 中 的 表达 式 显然 为 整数 ， 不 过 其 
他 项 并 不 是 整数 ， 因 为 每 一 项 的 分 母 至 少 为 3。 现 在 我 们 要 证 明 它 们 的 和 
也 不 是 整数 。 由 于 9 之 2， 就 有 
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1 < 工 1=Ix 1- 工 
3x4 3 32 33 3 1 .1 2 
3 


其 中 我 们 运用 了 无 穷 几 何 级 数 的 求 和 公式 0+Gr+a 王 + 一 Ga 一 门 ， 
其 中 [zl1。 因 此 , 我 们 得 出 等 式 的 左边 为 整数 , 而 等 式 的 右边 为 非 整数 ， 
显然 它们 是 相互 矛盾 的 。 所 以 e 不 可 能 是 两 个 整数 的 比值 ， 所 以 它 是 无 理 
数 。 
[来源 


人 nopkay 








1 1 1 
+ 一 一 一 +… 委 二 二 
+lL (g+lD(g+2) 3 









1] Richard Courant and Herbert Robbins， 有 pat 和 Matjperaatics? (1941: rpt， 
London: Oxford University Press, 1969), pb. 298-299。 
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微 积 分 基本 定理 的 局 发 式 推导 


图 A-2 中 ， 假 设 4 表示 的 是 函数 = Fo 所 对 应 的 图 形 从 某 个 

五 画 定 的 * 估 ， 例如 xz= a 〈 称 为 “积分 的 下 限 沁 7， 到 某 个 可 变 

值 《“ 积 分 上 限 习 范围 内 与 轴 所 形成 的 面积 。 为 了 避免 混 请 ， 我 们 将 

积分 的 上 限 用 :来 表示 ，x 是 函数 /zx) 的 自 变 量 。 因 此 面积 4 变 成 了 一 个 

与 积分 上 限 有 关 的 函数 : 4 = 4(0 。 我 们 希望 证 明 dd/d = /0 ， 也 就 是 
面积 函数 4( 人 了 贿 着 1 的 变化 比率 等 于 函数 Fo 在 点 x=L 处 的 值 。 


和 


和 





图 A-2 ” 微 积分 基本 定理 : 面积 函数 4(0) 随 着 上 的 变化 比率 等 于 函数 
7 在 点 x= 上 处 的 值 


让 我 们 从 点 x = 上 移动 到 一 个 与 它 相 邻 的 点 zx=+AL ， 也 就 是 给 # 一 
个 微小 的 增 量 Ar 。 相 应 的 面积 也 就 增加 了 A4= 4C+AnD-4(0D)。 由 At 所 
增加 的 面积 ， 其 外 形 近似 为 一 个 宽 为 Ar 、 高 为 = 0D 的 长 方形 狭 条 ， 
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如 图 A-2 所 示 。 因 此 A4 = yAf ， 其 中 A 越 小 , 这 一 等 式 的 近似 度 就 越 高 。 ， 
两 边 分 别 除 以 Al 得 到 A4/Af = 》。 当 在 极限 条 件 Ar -> 0 时 ， 表 达 式 的 左 
边 变 成 了 4 对 1 的 导数 d41dr 。 因 此 我 们 得 到 了 d4/dr=y= /DO ， 这 正 ， 
是 我 们 要 证 明 的 结果 。 ， 

这 也 表明 ， 当 将 面积 4 看 成 变量 : 的 函数 时 ， 它 是 函数 .Ai) 的 反 微 ， 
分 ， 即 不 定 积分 ，4 = |7(Ddr 。 要 得 到 某 一 固定 值 z 所 对 应 的 面积 值 ， ， 
我 们 将 它 写 成 4= 上 /Codx ,这 里 我 们 将 积分 变量 表示 为 x。 吕 需要 注意 ， 
的 是 7(Dd: 是 一 个 函数 〈 面 积 函数 )， 而 | (Codx 却 是 一 个 数 ， 它 被 称 
为 画 数 F(O 从 xz=C 到 7z=t 的 定 积 分 。 

现在 ， 这 一 推导 过 程 并 不 是 一 个 严 谦 的 证 明 。 要 了 解 完整 的 证 明 过 
程 ， 请 参阅 其 他 优秀 的 微 积分 教材 吧 。 
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[1 积分 变量 * 是 一 个 “ 虚 变 量 ”， 它 可 以 用 任何 字母 来 代替 ， 只 要 不 与 已 
存在 的 其 他 字母 相 冲 突 。 
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在 /一 0 时 lim( 心 -TD) /= 与 
lim(1+A) “一 上 之 间 的 互 谤 关系 


妈 们 的 目的 是 确定 使 极限 im，,( 六 -D/ 下 =1 成 立 的 已 值 《 参 考 
第 10 章 )。 我 们 从 刀 为 有 限 数 时 开始 ， 令 表达 式 ( 六 -1D/P 等 


六 一 1 
六 
当然 ， 如 果 这 一 表达 式 恒 等 于 1， 那 么 必然 有 lim，,( 姑 -1D/z=1l。 
我 们 现在 解 含 8 的 方程 (1)。 分 两 步 完 成 ， 第 一 步 我 们 得 到 
这 =1+ 大 


1 (1) 





第 二 步 
六 = 0+ 有 =(+ 月 玉 (2) 
其 中 , 我 们 用 分 数 指数 的 形式 替换 了 根 号 。 现 在 从 方程 (TD) 中 得 出 疡 关于 天 
的 隐 函 数 。 既 然 等 式 (1) 和 (2) 是 等 价 的 ， 那 么 令 有 一 0， 我 们 就 可 以 得 到 
两 个 等 价 的 表达 式 : 
生生-1 以 及 = imd+ 及 ” 


后 一 个 极限 值 为 数字 e， 因 此 要 使 表达 式 ( 赃 -1/ 闫 等 于 1， 记 必须 为 
数字 e=2.718 28.… 。 

需要 强调 的 是 ， 这 并 不 是 一 个 完整 的 证 明 ， 而 仅仅 是 一 个 纲要 。 冲 
不 过 从 教学 的 角度 出 发 ， 这 比 传统 方法 要 简单 得 多 。 传 统 方法 往往 先 从 
对 数 函 数 开 始 ， 推 导出 它 的 导数 一 一 这 是 一 个 相当 长 的 过 程 了 ， 然 后 再 
确定 底数 等 于 e (在 这 之 后 才 可 以 重新 考虑 指数 函数 ， 证 明 
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d(e*)/dx=er )。 


CAN 六 Sa 


pi2053URU20 


[] 要 了 解 完 整 的 内 容 ， 可 参考 Edmund Landau 的 站 沪 ereriial azd Zatesral 
Calcxzus (New York: Chelsea Publishing Company, 1963), pp. 39-48。 
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对 数 郴 数 的 另 一 种 定义 





考虑 不 定 积分 中 附加 的 常数 ， 那 么 姑 的 反 微 分 函数 就 是 

2 /8+1， 其 中产 为 不 等 于 1 的 值 (参见 第 8 章 )。 而 2=1 的 情 

形 一 直 都 是 一 个 谜 , 直到 圣 。 文 和 森 特 发 现 双 昌 函数 了 7=Lx=xz 下 的 投影 

面积 符合 对 数 规律 。 我 们 现在 知道 ， 这 个 对 数 就 是 自然 对 数 〈 参 见 第 10 

章 )。 因 此 ， 如 果 我 们 将 这 一 面积 看 成 是 积分 上 限 的 数 ， 并 将 它 表 示 为 

4(0 ， 我 们 就 可 以 得 到 4(00=inxz 。 根 据 微 积分 基本 定理 有 

d(nz)/dxz=1xz， 所 以 Inx《〈 或 者 ，Inx+c ， 其 中 o 为 任意 常数 ) 是 17/x 

的 反 微 分 函数 。 

然而 ,我们 可 以 借鉴 互 道 的 方法 , 将 自然 对 数 定义 为 函数 =1/zx 的 

图 形 从 xz =1 到 某 个 可 变 的 点 xz>1 所 形成 的 投影 面积 。 品 将 这 一 面积 表示 
为 积分 的 形式 ， 我 们 有 

4(D= 六 呈 G1) 


其 中 , 将 积分 变量 用 /上 表示， 以 避免 与 积分 上 限 x 产 生 混淆 。 我 们 还 


， 可 以 将 积分 符 内 的 表达 式 写 成 df/z ， 而 不 是 更 为 正式 的 (VDdr 。 注 意 ， 
， 表达 式 (H 将 面积 4 定义 为 积分 上 限 x 的 函数 。 我 们 现在 来 证 明 这 一 函数 
， 具 有 自然 对 数 函 数 的 所 有 性 质 。 


首先 ， 我 们 注意 到 4 =0 。 其 次 ， 根 据 微 积分 基本 理论 ， 我 们 有 


”dd4/drx=J/x 。 再 次 ， 对 于 任意 两 个 正 实 数 x 和 》 ， 我 们 有 加 法 定律 
， 40o) = 4(0xJ+40O]) 。 事 实 上 ， 


4 = 人- 站 (2) 


附录 5 对 数 函 数 的 另 一 种 定义 | 233 


这 里 ,我们 将 积分 区 间 [xz] 分 成 了 两 个 区 间 [xz] 和 [zx,x] 。 等 式 右 
边 的 第 一 个 积分 显然 就 是 我 们 的 定义 4(Cz) 了 。 对 于 第 二 个 积分 ， 我 们 做 ， 
这 样 的 代 换 〈 改 变 变量 )，x =z/x 。 这 样 我 们 就 有 dx = df/x 〈 注 意 在 积 


分 时 这 里 的 zx 是 一 个 常数 )。 继 而 ， 积 分 下 限 就 由 上 = 工 变 成 了 xz =1， 而 
积分 上 限 上 = 逆 也 相应 地 变 成 了 x = ， 因 此 我 们 得 到 


大- _ [学 -= 40 


《这 里 的 上: 和 z 都 是 “ 虚 变量 ” 参见 附录 2。) 这 也 符合 加 法 定律 。 

最 后 ， 因 为 图 形 1/x 下 的 投影 面积 随 着 x 的 增长 而 连续 增长 ，4 就 
是 x 的 一 个 单调 递增 函数 。 也 就 是 说 ， 如 果 xz>y ， 那 么 4(z] > 4(0) 。 
所 以 当 x 从 0 变 到 oo， 相 应 的 4(x) 也 就 覆盖 了 所 有 从 -co 到 oo 的 实数 。 不 
过 这 就 意味 着 ， 必 然 存 在 一 个 数 〈 我 们 称 之 为 e )， 使 得 图 形 下 的 投影 面 
积 恰好 等 于 1， 即 4(e) =1。 不 难得 出 ， 这 个 数 就 是 4+1m 交 在 z->oo 时 
的 极限 。 也 就 是 说 ，e 与 我 们 之 前 用 lim，_(1+1m" 或 者 说 2.718 28… 所 
定义 的 那个 数 是 同一 个 数 。 吓 简 而 言 之 ， 由 表达 式 (TD) 所 定义 的 函数 4(x) 
有 具有 lnx 的 所 有 属性 ， 所 以 我 们 将 它 表 示 为 hx。 而 且 ， 喷 然 这 一 函数 是 


连续 且 单 调 递增 的 ， 它 就 有 一 个 逆 函 数 ， 也 就 是 我 们 称 为 自然 指数 函数 


并 用 ee 表示 的 那个 函数 。 

这 一 方法 可 能 看 起 来 多 少 有 些 太 假 了 ， 它 当然 是 享受 了 事后 诸葛 的 
好 处 ， 因 为 我 们 已 经 知道 了 对 数 函 数 Inx 具有 上 述 的 那些 属性 。 不 过 ， 
这 种 好 处 并 不 总 是 适用 于 我 们 。 有 许多 看 起 来 很 简单 的 函数 ， 它 们 的 积 


分 函数 并 不 能 用 有 限 的 初等 函数 〈 多 项 式 及 多 项 式 的 比值 、 根 式 、 三 角 
函数 、 指 数 函 数 以 及 它们 的 道 函数 ) 组 合 表示 出 来 。 这 种 函数 中 的 一 个 
例子 就 是 指数 积分 函数 ， 它 的 反 微 分 函数 是 e /1x 。 尽 管 反 微分 函数 确 ， 


实 存在 ， 却 技 不 到 一 个 出 初等 孙 数 所 构成 的 衣 数 | 且 其 道 微分 函数 等 于 
e /xz 。 我 们 唯一 能 做 的 就 是 将 这 一 反 微 分 函数 定义 为 一 个 积分 式 
| enDdt， 其 中 x>0， 用 Bi(xz) 来 表示 ， 同 时 将 它 看 做 是 一 个 新 的 函 
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数 。 我 们 可 以 推导 出 这 一 函数 的 性 质 ， 列 出 它 的 值 ， 并 像 对 待 任 何 普通 
函数 那样 作出 它 的 图 形 。 号 这样 ， 从 每 一 个 角度 来 看 ， 这 样 一 种 “高 等 ” 


函数 都 应 当 被 认为 是 已 知 的 。 


天 





ANAA 这 


世 如 果 0<x<1， 我 们 将 认为 这 一 面积 为 负数 。 然 而 函数 4(zx) 的 定义 中 并 
不 包括 x=0 或 zx 为 负 值 的 情形 , 这 是 因为 11x 的 图 形 在 x= 0 处 有 无 限 大 的 非 连 
[2] See Richard Courant，Di1jerential and jptegral Calcr1rs， vol 1 (London: 
下 lackie and Son, 1956), pp. 167-177 。 
[3] See Murray R. Spiegel，hMatzemaaticay 已 arrdpoo 天 or Formarxias and Tapies， 
Schaum's Outline Series, (New York: McGraw-Hill 1968), pp. 183 and 251 。 
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对 数 螺 线 的 两 个 性 质 


这 。 


D 任意 一 条 通过 原点 的 射线 与 螺 线 相交 所 形成 的 夹 角 都 是 相等 的 


〈 正 是 因为 这 一 性 质 ， 对 数 螺 线 也 被 称 为 等 角 螺 线 )。 


要 证 明 这 一 点 ， 我 们 将 利用 函数 w= er 的 保 形 性 ， 这 里 的 z 和 e 都 ， 


是 复 变量 〈 人 参见 第 14 章 )。 分 别 将 z 用 直角 坐标 形式 x+ 了 表示 ， 
将 浆 用 极 坐 标 形 式 =Rcis@ 表示 ， 我 们 就 可 以 得 到 尺 = 人， 
中 =7y (忽略 附加 的 周期 2r 倍数 )〈 参 见 第 14 章 )。 所 以 z 平面 内 
x 为 常数 的 垂直 线 对 应 于 ww 平面 内 的 圆 丸 =e〈 也 为 常数 )， 圆 心 
就 是 mw 平面 的 原点 。 同 样 z 平面 的 水 平 线 y =c 《为 常数 ) 映射 
到 ww 平面 就 是 中 =c 从 原点 发 出 的 射线 。 现 在 考虑 z 平 面 内 某 一 
沿 着 过 原点 的 直线 7 了 = 条 运动 的 点 pP(x, 妨 。 它 在 m 平 面 内 的 象 点 
2 对 应 的 极 坐 标 则 为 尺 =ef ，@=y= 应 。 将 这 两 个 等 式 中 的 x 相 
消 ， 我 们 得 到 及 =e?“ 上 ， 这 就 是 对 数 螺 线 的 极 坐标 方程 。 所 以 ， 


当 z 平面 的 点 己 沿 着 直线 ?= 录 运动 时 ， 对 应 的 象 点 2 在 平面 ， 


内 所 描述 的 就 是 一 条 对 数 螺 线 。 既 然 z 平 面 内 直线 了 = 与 每 一 条 


垂 线 y= c 所 形成 的 夹 角 都 是 相同 的 , 比如 说 为 w( 其 中 tanw = 大 )，， 
它 在 平面 内 的 象 曲线 与 每 一 条 经 过 原点 的 射线 所 形成 的 夹 角 ， 


0 


全 


也 是 相等 的 ， 都 为 w 一 一 这 利用 了 映射 函数 的 保 形 性 。 至 此 , 证 ， 


明 完 成 了 。 


如 果 写 成 wa=1/K =1/tanw = cotw ,我们 可 以 将 对 数 螺 线 的 方程 写 ， 


成 R= em 。 这 表明 常数 〈 它 决定 了 这 条 螺 线 的 增长 缩 率 ) 与 夹 ， 
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角 w 之 间 存 在 着 一 定 的 关系 : w 越 小 , 增长 率 越 大 。 当 cx = 90? 时 ， 
a=cotw=0， 所 以 R=1， 即 为 单位 圆 。 因 此 这 个 圆 是 一 条 增长 
速率 为 0 的 特殊 对 数 螺 线 。 

口 对 螺 线 上 任意 一 点 到 极点 的 红线 长 为 有 限 值 ， 尽 管 要 达到 极点 需 
要 旋转 无 穷 多 圈 。 
我 们 村 汪 条 半 线 下拉 于 关 裔 和 下 生生 下 放 r= _j(9) ， 即 


= 全 产 十 业 8 
& db 


这 一 表达 式 可 以 通过 考虑 弧 线 上 的 一 小 段 弧 长 dg , 然后 运用 毕 达 
哥 拉 斯 定理 所 得 : ds = (gr7 +(rdg 。 对 对 数 螺 线 而 言 ， 我 们 有 
r=e%9% ，dr/1dg=ae”=or 。 因 此 ， 


= z 二 (ar d8=VL+o 1， e“dg = VL+4 (ea -em (12 


假设 <>0， 也 就 是 说 ， 当 我 们 沾 着 螺 线 首 时 针 方 向 运动 时 (左手 
螺 线 )，> 相应 地 增加 。 将 已 看 成 是 一 个 固定 值 , 并 假设 @ 一 -oo ， 
我 们 有 e*4a ->0 ， 因 此 有 

5 = ]im ALtLG om _ At 


全 一 -0 妇 人 

所 以 ， 对 左手 螺 线 而 言 ， 它 上 面 的 任意 一 点 到 极点 的 距离 都 可 以 
由 等 式 (2) 表 示 , 而 它 的 右 侧 则 是 一 个 有 限 值 . 对 右手 螺 线 (oa<0) 
而 言 ， 我 们 将 会 令 6 一 co ， 从 而 得 到 一 个 类 似 的 结论 。 

等 式 (2) 的 右边 可 以 用 几何 方式 解释 。 将 ua = cota 代入 等 式 (2) 中 ， 
并 运用 三 角 恒 等 式 1+cotzaw =1/sinza 以 及 cotw =coswysinaw ， 
我 们 将 会 得 到 ViL+ az /a=l/cosw 。 因 此 可 得 9 =r/cosaw ,其 中 > 
的 下 标 2 已 略 去 。 对 照 图 A-3， 假 设 要 测量 P 点 到 极点 弧 长 长 度 ， 
于 是 有 cosw = OP/PT7 =r/PT。 因 此 PT7 =r/cosaS-， 也 就 是 说 ， 
从 点 己 沿 着 螺 线 到 极点 的 弧 长 长 度 等 于 点 尸 沿 着 此 处 螺 线 的 切 








力 《2) 
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线 到 点 了 的 距离 。 伽 利 略 的 门徒 托 里 拆 利 在 1645 年 通过 无 穷 几 何 】 
级 数 的 和 来 近似 求 弧 线 长 度 时 ， 发 现 了 这 一 重要 结论 。 








图 A-3 ” 求 对 数 螺 线 的 长 ， 距离 P7 等 于 从 P 点 到 O 点 的 螺 线 弧 线 长 
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双 曲 线 函 数 中 参数 8 解释 


员 函数 或 三 角 函 数 是 通过 单位 圆 妇 +? =1 进 行 的 如 下 定义 所 
全 得 : 
cos=X，sSinm=》 《1) 
其 中 xz 和 了 是 圆周 上 一 点 尸 的 坐标 值 ， 而 p 则 是 线段 OP 与 x 轴 正身 
所 形成 的 夹 角 ， 其 值 为 逆 时 针 方 向 角度 的 台 度 表示 值 。 而 双 曲 线 函 数 则 
是 以 类 似 的 方法 对 抛物 线 刀 - 刀 =1 上 的 点 尸 进 行 如 下 定义 而 得 : 
coshPD=，Sinho = 了 《2 ) 
这 里 的 参数 p 并 不 能 解释 为 一 个 夹 角 。 然 而 我 们 可 以 给 出 2 的 一 个 
几何 含义 ， 而 这 也 将 突出 这 两 种 函数 家 族 之 间 的 类 似 性 。 
首先 ， 我 们 注意 到 等 式 (D) 中 的 参数 o 还 可 以 被 认为 是 一 个 角 宽 度数 
 、 半 径 为 1 的 圆 扇形 面积 的 两 倍 。( 如 图 A-4 所 示 )。 这 是 由 圆 扇形 面积 
公式 而 得 的 ，4 = :p/2 〈 这 一 公式 只 有 在 g 为 张 度量 时 才 成 立 )。 我 们 
现在 来 证 明 等 式 (2) 中 的 参数 Oo 也 具有 同样 的 含义 ， 只 不 过 用 一 个 双 曲 扁 
形 取 代 了 圆 扇形 。 
图 A-5 中 的 阴影 面积 OPR 等 于 三 角形 OPS 与 区 域 RPS 之 间 的 面积 
差 ,其 中 点 及 和 点 $ 的 坐标 值 分 别 为 (0) 和 (zx,0) 。 前 者 的 面积 可 用 zx/2 
来 表示 ， 而 后 者 的 面积 表达 式 则 为 | ydx 。 将 ?用 \-1 代 入， 并 将 积 
分 变量 用 上 表示， 我 们 得 到 


4or = = zj -1 一 1 v 居 一 1dt (3 ) 
要 计算 定 积 分 | ve-1 -ldr ， 人 们 估 -_ 个 代 换 ， 即 上 = coshx ， 于 是 


， gi=sinhzydx 。 这 样 ， 积 分 区 闻 也 相应 地 从 册 习 变 成 了 [0o] ， 其 中 的 
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p = cosh-ix 。 如果 运用 双 曲 函数 恒等式 coshzy -sinhzy =1,， 等 式 (3) 将 变 ， 
成 : 
4 = 了 cosh psinh oO-- 人 sinb zdzx 

接着 运用 双 曲 函数 恒等式 sinh2x=2sinhxzcoshx 以 及 
sinh2x = (cosh2x -TD/72 。 最 后 一 个 表达 式 就 变 成 了 


] . 1 
om = 本 simh 29 一 了 | (cosh2zx -1jdzx 


_1 ,2 1Lfsinh2p 
=Tsinh29 站 5 p 5 
因此 参数 9 等 于 双 曲 扇形 OPR 面 积 的 两 倍 , 这 与 圆 函数 的 形式 是 完 | 
全 相似 的 。 前 面 提 到 过 ， 这 一 现象 是 文 森 佐 。 黎 卡 提 1750 年 最 先 注意 
到 的 。 “ 





图 A-4 单位 圆 阅 十 办 =1。 其 夹 角 9 可 以 解释 为 圆 扇形 OPR 面积 的 两 倍 
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图 A-5 直 和 角 双 曲线 六- 玉 =1 。 如 果 我 们 代入 x=cosho 和 
)》=sinhp ， 其 参数 wo 就 可 以 解释 为 双 曲 扇形 OPR 面 积 的 两 倍 
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e 的 小 激 哲 后 100 位 


e=2.71828 18284 3$9045 23536 
02874 71352 66249 77S72 
47093 69995 95749 66967 
02772 40766 30353 54759 
435713 82178 52516 64274 


pa 
本 
at 





pzcyclopedia Dicfionrary or Matjpermratics，The Mathematical Society of Japan 
(Cambridge, Mass.: MIT Press, 1980) 。 





和 





最 
1 
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证 一 + 中 己 ai 


@ 2 故 过 个 常数 的 传奇 


银行 存款 利息 、 向 日 邯 种 子 的 分 布 以 及 圣路易斯 大 拱门 的 外 形 ， 因 为 神秘 的 数字 e 而 有 
了 后 丝 万 缕 的 联系 。e 的 背后 隐藏 着 无 数 鲜 为 人 知 的 传奇 ， 牛 顿 与 莱 布 尼 茨 到底 谁 才 是 微 积 
分 的 发 明 者 ?二 人 的 宿 怨 在 科学 界 引 起 了 怎样 的 轩然大波 ? 伯 努 利家 族 缘何 在 科学 领域 称霸 
了 一 百 多 年 ? 数学 家 约翰 ， 伯 努 利 与 音乐 家 巴赫 这 两 位 貌似 毫 无 交集 的 人 物 会 面 时 是 什么 
情景 ? 且 听 Maor 讲述 e 的 故事 ， 一 一 解 开 你 心中 的 谜团 。 

这 里 包罗 万 象 ， 既 描绘 了 数学 、 物 理 、 生 物 、 音 乐 、 金 融 等 众多 领域 中 与 e 密切 相关 的 
现象 ， 也 展示 了 关于 e 的 著名 公式 、 定 理 和 法 则 。 这 些 趣味 横生 的 历史 故事 和 续 密 严谨 的 数 
学 论断 交织 在 一 起 ， 让 你 从 全 新 的 角度 去 审视 这 一 熟悉 又 陌生 的 常数 ， 更 让 人 于 走马 观 花 之 
间 了 解 几 千年 来 数学 发 展 的 一 个 侧 影 。 
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